
Introduction to Commutative Algebra - Part1.  

1. 环和理想  

1.1 基本概念  

本书中所有讨论的环 都是指交换⼳环。

环同态是指保持环运算的环之间的映射。

理想是环作为加群的⼦群且对乘法封闭：

于是商群上也有环结构 ，称为商环（ ）

（1.1：对应定理）环 到商环 有典范同态，并且如同群中那样， 中包含 的理想与
的理想在典范同态下⼀⼀对应（前者为后者的完全逆像）

特殊地，任何环同态 ，核是 的理想，像是 的⼦环。

（1.1a：即使对于⼀般的环同态，理想的逆像仍然是理想： 是 中的理想
是 中的理想，验证即可）

零因⼦ 是指满⾜  的元素 . 如果⼀个环没有这样的零因⼦，那么称它
为整环。

幂零元 是指满⾜ 的元素 . 于是幂零元是零因⼦。

单位 是指满⾜ 的元素 ，记这样的 为 ：这个 是唯⼀确定的，因为如
若

全体单位在乘法下构成了Abel群。

主理想 是⼀个元素⽣成的理想，特别地

域是满⾜每个⾮零元素都是单位的环（交换⼳环），于是每个域都是整环：

 

（1.2：域） 是⾮零环，则以下等价

i. 是域 ii. 中的理想只有平凡理想 iii. 每个 到⾮零环 的环同态是单的



证：  注意到⾮零元素都是单位，于是每个⾮零理想都包含1.

 考虑 即可。

 如果 中元素 不是⼀个单位，那么 ，考虑 的典范同态，后者
不是零环，并且由单性， ，即 .

 

素理想 是⼀个⾮ 的理想，且

极⼤理想 是⼀个理想，且满⾜不存在理想

于是⾃然可以验证：

素 是整环； 极⼤ 是域。

那么极⼤理想是素理想。零理想是素理想 环 是整环。

极⼤理想的存在性  

极⼤理想的存在性不是⼀个显然的结果。

（1.3：极⼤理想的存在性 - Zorn引理）每个环 ⾄少有⼀个极⼤理想

证：记全体⾮ 的理想构成的集合为 ，其上的偏序关系被定义为包含关系。

，于是 . 由Zorn引理，需证每条（全序）链在 中有上界。

设这条链是 ，于是这个链实际上就是集合的升链，取 是⼀个理想，并且
，于是 ，并且是上界。从⽽运⽤Zorn引理即证。

⾃然有推论：

（1.4: 包含特定理想的极⼤理想）如果 的理想 ，那么存在⼀个包含 的极⼤理想。

证：对 运⽤1.3，同时考虑对应定理（1.1）即证。

（1.5: 包含特定元素的极⼤理想）每个 中的⾮单位元素被某个极⼤理想包含。

证：考虑⾮单位元素⽣成的主理想即可。

 

同样地，值得考虑的是极⼩素理想。

（1.E8: 包含特定理想的极⼩素理想）如果 是 中的素理想， 是理想，那么存在⼀个极⼩
素理想使得



证：类似1.4化归到1.3的⽅法，同理1.3只需说明素理想降链的交还是素理想。

任意 ，存在 之⼀使得有⽆穷个 包含它，不妨设为 ，由降链性质⽴刻
，从⽽交仍然是素理想，于是应⽤Zorn引理即证。

局部环  

⼀个环如果恰好仅有⼀个极⼤理想（例如：域）则称为局部环，那么域 称为剩余
域。

（1.6: 局部环的判定）

i. 是环且理想 ，并且 是 的单位，则 是局部的，并且 是极⼤理
想。

ii. 是环且 是极⼤理想，并且 的每个元素都是单位，那么 是局部环。

证：

i. 每个⾮ 理想都是由⾮单位元素组成的，于是在 中，从⽽ 是唯⼀的极⼤理想。

ii. ，由于 极⼤，那么 ，即

即 是单位，从⽽ 是单位： .

即 ， 是单位，由i.即证。

 

（有着有限个极⼤理想的环称为半局部环）

素理想的拉回  

对于环同态 ， 中的素理想 拉回到 中仍然是素理想，因为
，且整环的⼦环仍然是整环。

Rmk. 极⼤理想的拉回不⼀定极⼤： . 原因是域的⼦环不⼀定还是域。

素理想的这个性质奠定了它在整个交换代数的重要地位。

 

1.2 幂零根和Jacobson根



1.2 幂零根和Jacobson根  

（1.7: 幂零根 - ⼩根）全体幂零元构成了 的理想 ，且 中没有⾮零幂零元。这个理
想称为幂零根。

证： ， ，设 ，则 ，于是
，从⽽ 是⼀个理想。

若 ，即 ，于是 ，从⽽ ，于是
，即

 

（1.8: 幂零根 - 等价定义）幂零根 是全体素理想的交。

证：

设

对于幂零根中元素 ，那么 。于是

反过来，我们证明：1.8a: 对于⼀个不是幂零的元素 ，存在⼀个素理想 使得它不包含任何
的幂。

1.8a：记全体满⾜不包含任何 的幂的理想构成的集合为 ，那么 ⾮空，应⽤Zorn引
理，取偏序为包含关系，那么每个链有上界，从⽽ 有极⼤元，设为 ，我们说明 是素的。

任取 ，那么理想 都是严格包含 的理想，从⽽都不在 内，于是对
于

从⽽ ，于是 ， ，从⽽ 是素的。

于是对每个⾮幂零的元素 ，找到了⼀个素理想不包含它，从⽽

于是

 

类似地，定义Jacobson根 为全体极⼤理想的交，以及它的等价刻画：

（1.9: Jacobson根 - 等价定义） 是 中的单位。

证：

 如果 不是单位，设它被极⼤理想 包含，同时 ，于是
，⽭盾。

  如果对于某个极⼤理想 ，那么 ⽣成了理想 ，即
，那么条件： 是单位就导出了⽭盾。



 

1.3 理想的运算  

和、积、交  

和：理想的和 仍然是理想，并且是 ⽣成的理想。

对于⽆限个理想 ，它们的直和被定义为全体 构成的集合，这也是
理想，并且是包含诸理想的最⼩理想。

交：理想的交仍然是理想，并且全体理想构成了完备格。

积：理想 的积是全体 ⽣成的理想，于是归纳地定义了有限个理想的积。
特殊地，我们定义了幂 ，记 .

 

这三个运算都是交换且结合的，并且也有分配律 .

对于另外运算组合的结合律，尽管在 中有较好的结果：

对于⼀般的环上，最好的结果是：

（Modular Law）  如果 .

以及  （因为

以及

于是 互素。

（注意反⽅向不⼀定成⽴：取 ，当然 ，但 当然不⼀定为 .）

 

对于⼀族有限个数的理想 ，有典范同态

那么有：

（1.10: 中国剩余定理）

a. 如果 两两互素，那么

b. 是满射  理想 两两互素



c. 是单射

证：

a. 对理想个数 归纳，奠基已证。假定 成⽴，记

那么

于是

于是 .

应⽤奠基即证。

b.   

即

于是 ，从⽽说明了 互素。

 同样只需说明存在 有解，这将前述证明颠倒即可。

c. 显然

（结合b,c就得到了中国剩余定理）

 

（1.11: 回避引理、包容引理）

Rmk. Atiyah中的回避引理和包容引理并⾮最强版本。

（1.11a：回避引理） 是环 的理想，且⾄多有2个不是素理想。如果理想
，那么 被包含在某个 中。

证：归纳： 显然。

时，设

若结论不成⽴， ，且 ； ，且

则 ，⽭盾。

假设 时成⽴， 时：

记 ，若 不在任何⼀个 中，取 ，⾃然

设 素，令



若 ，则 ，与 素理想⽭盾。

若 ， ，⽭盾。

综上 ，⽭盾。

从⽽ 含于某个 ，应⽤归纳假设即证。

 

（1.11b：包容引理） 是环 的理想，如果素理想 （或特别地 ）

那么 包含某个 。

证：若结论不真，则 ，取 ，与 素理想⽭盾。

特别地，如果 ，由包容引理存在 ，即 ，于是只有

（当然 时这个取等依然能够成⽴）

 

商理想、零化⼦、根理想  

对于环 中的理想 ，其商理想定义为

（⾃⾏验证这的确是理想）

（1.12: 商理想性质）

1.  （显然）

2. （定义）

3. （只需证明左侧等号）

4. （显然）

5. 

证：

3. 

4. 

 



特别地，在 时，

 

对于环 中的理想 ，它的根理想 为 .

对于典范同态 ， . 即商模的幂零根的原像。

（1.13: 根理想性质）

1.  （显然）

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 若 素，那么

证：

2. 

3. 

4. 只需证明向右的情况：

5. 

6. 

 

利⽤幂零根的等价性质，那么 是全体包含 的素理想之交。

 

（1.16：根理想互素性质） 互素 互素。

证： ，于是显然。

 

1.4 理想的扩张与局限



1.4 理想的扩张与局限  

尽管有了对应定理，但是在⼀般的环同态下理想的像并不⼀定是理想（ ），1.1a保
证了理想的拉回还是理想，基于这两个事实，定义出以下运算。

对于环同态 ， 中的理想 的扩张 定义为 ⽣成的理想， 中理想 的局限定
义为 . 

前⽂已经说明了素理想的局限仍然是素的，但极⼤理想并不⼀定保持，另外素理想的扩张⼀
般不是素的（ ）

导致扩张和局限的这些复杂情况的是环同态中的嵌⼊部分，即以下分解的后半部分：

（经典例⼦： ，实际上素理想在这样嵌⼊下诱导的扩张是代数数论的中⼼问题之
⼀）

 

（1.17: 扩张与局限的性质）记号同前，则：

1. 

2. 

3. 是全体局限理想的集合，那么 ， 是全体扩张理想的集合，那么
，于是⾃然 之间产⽣了双射：

证：1,2显然。

3. 设局限理想 ，反过来如果 ，取 即说明
是局限理想。

对于 的讨论是完全同理的，从⽽⾃然有了双射。

 

（1.18: 扩张、局限与其他运算的性质） 是 中的理想， 是 中的理想，那么：

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 对和与积封闭， 对交、商、根封闭



 

1.5(E) 交换环的基本性质以及特殊例⼦  

1. 是环 的幂零元，则 是单位；由此推出幂零元和单位的和还是单位。

证：如

对于⼀般的情况， ，⽽

多项式环 的性质  

2. 对于环上的多项式环 ，取

2.1 是单位 是单位，且 幂零

2.2 幂零 幂零 

2.3 是零因⼦

2.4 称 是本原的，若其系数⽣成了整个环。那么 本原 本原

证：

2.1  是单位显然。设

归纳说明 ， 显然。

假定 成⽴，对于 ，由于

于是

即 ，取 ，此时 ，但 是单位，于是

从⽽由1.E1， 是单位，于是递归下去即证。

 由1.E1， 是单位和幂零元的和，因此还是单位。

2.2  幂零 单位，于是 单位，其余系数幂零。考虑0次项显然有
幂零。

 设 ，则

2.3  选取 是最低次数满⾜ 的多项式

此时 ，那么 ，⽽ 次数⽐ 低，于是只能有 ，从⽽归纳下去
证明



（例如 , 
）

于是考虑 ，⾃然有 ，即 。

（ ）显然。

2.4  如果 本原，但 不本原，设 ，且 的系数⽣成的理想被包含
在了 当中，得到了⽭盾。

 如果 不本原，设其系数⽣成的理想为 ，那么考虑  以及 在这之中的像
，则有 ，于是都是零因⼦。由2.3，存在⼀个

即（设 系数为 ） ，但 。即 ，但是
（因为 ），于是有 ，⽴刻得到⽭盾。

 

 

3. 对于环上的多元多项式环 ，取 ，且常数项为 ，
其余⾮零系数为

3.1 是单位 是单位，且 幂零

3.2 幂零 幂零 

3.3 是零因⼦

3.4 本原 本原

 

4. 中⼩根（幂零根）和⼤根（Jacobson根）相同

证：如果 ，则 是单位。设 ，取
， ，那么 幂零，从⽽说明了 幂零，于是

⽽⼩根当然包含于⼤根，于是得证。

形式幂级数环 的性质  

5. 对于形式幂级数环 ，

5.1 是单位 是单位

5.2 幂零 每个系数幂零



5.3 

5.4 对于嵌⼊ ，极⼤理想的局限还是极⼤的，并且这个极⼤理想 由
⽣成。

5.5 中的每个素理想都是 中某个素理想的局限。

证：

5.1 显然

 可逆，于是取 ，归纳地可以显式写出所有

5.2 ⽐较常数知 幂零，于是 幂零，⽐较⼀次项知 幂零，归纳即证。

反⽅向不成⽴（Noether环中成⽴）

5.3 是单位 是单位

5.4 这只需证明 中的极⼤理想形如 ，其中 是 的极⼤理想。

⾸先具有这样形式的理想当然是极⼤的。对于 中的任意⼀个理想 ， 当然还是理
想，设包含 的 中的极⼤理想为 ，那么理想 ，这就说明了极⼤理
想只有如上形式。

5.5 

幂零根、Jacobson根；素理想，极⼤理想  

6. 如果⼀个环 满⾜每个不被包含在某个幂零根的理想都包含了某个幂等元，那么这个环的
幂零根和Jacobson根相同。

证：设 ，当然 。若 ，那么 不被某个幂零根包含，于是包含
了某个⾮零幂等元，设为 。那么 ，当然 是单位。

又 ，两侧乘上逆就有 ，⽭盾！

 

7. 如果⼀个环 满⾜其每个元素都是幂等的，那么每个 中的素理想都是极⼤的。

证：对于 中任⼀素理想 ，商环 是整环，欲说明其为域，只需说明任意⾮零元素
有逆。设 ，并且 ，那么 ，于是

从⽽ 的逆取为 即可，于是得证。

 



8. 极⼩素理想：See Previous Context

 

9. 设 是 的理想，则 是素理想的交。

证： 显然

 在 中，不存在⾮零幂零元，于是 的全体素理想的交是0. 拉回到 中即有 是
某些素理想的交。

 

10. 设 是环 的幂零根，那么以下三者等价：

1. 只有⼀个素理想

2. 中每个元素要么是单位，要么是幂零元。

3. 是域。

证：

：条件指出仅有⼀个极⼤理想，那么这个极⼤理想⼀定包含了全体⾮单位元，但是这
个极⼤理想（素理想）也正是幂零根。

 显然

 幂零根是极⼤理想，且为全体素理想的交，于是只能有素理想都是 ，即只有⼀个
素理想。

 

11. 称⼀个环是布尔环如果 ，那么在布尔环 中：

11.1 

11.2 每个素理想 都是极⼤的，且 是2个元素构成的域。

11.3 每个有限⽣成的理想都是主理想。

证：

11.1 

11.2 前半部分是1.E7，后半部分只需发现 只有两个元素 即可（考虑关系
，以及这个商环是整环)

11.3 只需证明两个主理想⽣成了⼀个主理想。



这是因为 ，（注意到  etc.）

 

12. 每个局部环没有除 之外的幂等元。

证：

若否，设为 ，极⼤理想包含了所有的⾮单位。

如果 是单位，那么 ，⽭盾。于是 在极⼤理想 中。从⽽在
Jacobson根中，于是 是单位，特别地，取 。设 ，则

，即 ，⽭盾。

域的代数闭包构造(Artin.)  

13. 设 是域， 是全体 上⾸⼀的⼀元不可约多项式构成的集合。对于每个 ，指定
⼀个元 ，⽤ 表⽰它们在 上⽣成的多元多项式环，设 是全体 ⽣成的理想，证明

设 是包含 的极⼤理想，令 ，于是 是 的扩域，且在其中每个 都有
根。对 重复以上操作，得到了⼀系列 ，取 是域，在其中的每个多项式
都可分解成线性因式之积。⽤ 表⽰ 中在 上代数的那些元素的集合，那么 是 的代数
闭包。

证：如果 ，那么存在某些多项式的线性组合为 ，在分裂域中指定左侧的 为对应
的根，即 ，⽭盾。

 

14. 取 为 中仅由零因⼦构成的理想的集合，那么 有⼀个极⼤元，并且每个这样的极⼤
元都是素理想，从⽽说明 中零因⼦的集合可表⽰为素理想的并。

证：极⼤元存在性是Zorn引理的直接推论（全序链上选取理想的并即可）

对于 的极⼤元 ， ，那么

如果 均不在 中，那么⼀定存在
均⾮零因⼦。

但是 ，于是是零因⼦。但两个⾮零因⼦不能乘出零因⼦，⽭
盾，于是必定存在⼀个理想（不妨为 ）全部由零因⼦构成，从⽽属于（进⽽等于
）

于是 ，进⽽ 素。

推论是显然的。



 

素谱  

15.（Zariski拓扑：闭集） 设 是环， 是全体 中素理想构成的集合，称为素谱，记做
。对于每个 ，记 为全体包含 的素理想构成的集合。

证明：

15.1 是 ⽣成的理想，那么

15.2 

15.3 是 的⼦集族，那么

15.4 是两个理想，

从⽽在 中指定全体 形式的集合为闭集，这样就⽣成了素谱上的拓扑，称为
Zariski拓扑。

证：

15.1 第⼀个等号显然，只需证明

考虑 ，包含 的全体素理想当然是包含全体素理想的交的素理想。

15.2 显然

15.3 

15.4 ，由包容引理⽴刻知道 ，即

⽽

 

16.（例）

为全体 构成的集合，其中的闭集为全体 以及 和

，于是闭集只能为

是全体形如 或 的理想，其中闭集为全体有限个 构成的集合以
及 和

是全体0，⼀次多项式和⼆次不可约多项式⽣成的理想。其中闭集同样为全体⼀
次多项式、⼆次不可约多项式⽣成的理想以及 和



素谱的Zariski拓扑是⼀个极其有趣的例⼦的特例，我们不妨考虑更⼀般的情况： 是⼀
个Noether环，那么 上的Zariski拓扑有着如下构造。

Claim. Noether环 的Zariski拓扑中的每个闭集都可以表⽰成有限不可约闭集的并。

利⽤Noetherian归纳。注意Noether环的素谱满⾜良基性，但⼀般情况不⼀定。

但是 上的不可约闭集只能是单点的闭包，于是全体（真）闭集是素理想的闭包的
有限并。

应⽤结果在 上即可。

 

17. （Zariski拓扑：开集）对于每个 ，取 为 的补，那么这些集合都是Zariski
拓扑的开集（称为主开集），则：

17.0 这些开集是Zariski拓扑的⼀组拓扑基。

17.1 

17.2 是幂零

17.3 是单位

17.4 

17.5 是紧的拓扑空间

17.6 每个 ， 都是紧的

17.7 对于任意开集 ， 是紧的 是 的有限并。

（Rmk. Atiyah书中的quasi-compact（拟紧）对应着通常意义下的紧；书中的compact则指
紧且Hausdorff的）

证：

17.0 对于每个开集

取 。于是每个开集都能被这⼀组开集⽣成，
⾃然是拓扑基。

17.1 只需 ，这正是1.E15.4.

17.2 



17.3 是单位。
⾮单位被极⼤理想包含

17.4 ，

但是 ，于是得证。

17.5 只需说明对于任何⼀组拓扑基的开覆盖 ，存在⼀个有限⼦覆
盖

对于每个素理想 ，都存在⼀个 不被 包含。

因此不存在包含 的素理想（更进⼀步地，极⼤理想），于是只能有

于是⾃然有⼀个有限⼦族 使得 ，于是⾃然我们找到了这样的有限⼦覆盖。

17.6 只需说明对于任何⼀组拓扑基的开覆盖 ，存在⼀个有限⼦覆盖

对于每个素理想 ，都存在⼀个 不被 包含。

因此不存在包含 的素理想 满⾜ ，于是只能有

于是⾃然有⼀个有限⼦族 使得 ，于是⾃然我们找到了这样的有限⼦覆
盖。

17.7 ⽅向是显然的，对于 ⽅向：

对于任意开集 ，如果它不能表⽰成有限开集的并，则覆盖
不存在有限⼦覆盖，从⽽不紧。

 

18. （Zariski拓扑： 空间）记号⽅便起见，记Zariski拓扑空间 中的点为
，如果它们被视作环中的素理想，就记这个素理想为 。那么：

18.1 单点集 是闭的 极⼤。

18.2 

18.3 

18.4 是 空间(Kolomogorov Space)。

证：

18.1 1.E18.2的直接推论

18.2 注意到全体包含点 的闭集 等价于 ，即

18.3 1.E18.2的直接推论



18.4 由于 ， ⾄少有⼀成⽴，不妨前者成⽴。那么
，且 是开的。

 

19.（不可约空间） 称⼀个拓扑空间不可约，如果它不空且每对⾮空开集都有交；或等价
地，每个⾮空开集都是稠密的。证明 不可约 的幂零根是素理想。

证：前两个关于不可约叙述的等价性是显然的（若满⾜交性质但若不稠密，考虑补集的⼀个
内点；若稠密，但不满⾜交性质，⽭盾显然）

⽅向是显然的，因为这意味着 只有唯⼀的⼀个素理想。

 不可约要求⾮全集的闭集的并不是全集。即 ，如果

那么 （由1.E17.1），即 ，这说明 是素的，从⽽得到了结论。

 

20.（不可约分⽀） 对于拓扑空间 ：

20.1 如果 是 的不可约⼦空间，那么 在 中的闭包 也是不可约的。

20.2 每个 不可约⼦空间都被某个极⼤不可约⼦空间包含。

20.3 所有 的极⼤不可约⼦空间都是闭的，并且它们覆盖了 ，它们被称为不可约分⽀，
Hausdorff空间的不可约分⽀是什么样的？

20.4 对于环 以及素谱 ，那么 的不可约分⽀是闭集 ，其中 是 中的
极⼩素理想。

证：

20.1 任⼀ 中的⾮空开集 在 中的闭包是 ，但是 作为 中开集在 中稠密，
即 ，即 ，于是 ，于是只有 ，从⽽ 在
中稠密。

20.2 应⽤Zorn引理，只需证明对于⼀个不可约⼦空间的全序链 ，有上界。取
上界 ，需要说明 也是⼀个不可约⼦空间。

若否，即存在于 相交的开集 使得

由于 与 相交，⾃然存在⼀个 使得 ，对 也可以同理找到这样的⼀个指标，
取指标⼤者，仍设为 ，那么 均⾮空。

但是 ，与 不可约⽭盾。

20.3 1.E20.1保证了闭，1.E20.2中取不可约⼦空间遍历单点⼦空间保证了覆盖。



Hausdorff空间的不可约分⽀是全体单点集（实际上是全体不可约⼦空间，因为若有⼦空间
，设 ，考虑分离它们的两个邻域 ，于是在⼦空间中

是分离的并且⾮空，⾃然不交，⽭盾。）

20.4

Claim: 不可约闭⼦空间是全体形如 的闭集，其中 是素理想。

C1. 如果 素，那么 不可约。

若否，则 使得 ，但 ，即
，即 ，即

但是 ，⽭盾。

C2. 如果 不可约，那么 素。

若否，则

那么考虑 不空（取 即可），但是 空
（同前C1），与不可约⽭盾。

 

由Claim，接下来结论显然，如果 极⼤，但 不极⼩，取更⼩的素理想 即⽭盾；如果
极⼩，但 不极⼤，设有 包含它，那么 即⽭盾。

综上得到结论。

 

21.（环同态到素谱的推前）设 是环同态，那么它⾃然诱导出了素谱（赋予
Zariski拓扑）之间的映射  ，

那么：

21.1 ， ，从⽽ 连续。

21.2 是 的理想，那么

21.3 是 的理想，那么

21.4 如果 是满射，那么 是 到 的同胚（于是 和 之间有⾃
然同胚）



21.5 如果 是单射，那么 在 中稠密，更进⼀步地， 在 中稠密

21.6 也是⼀个环同态，那么

21.7 是⼀个整环，且只有⼀个⾮零素理想 ， 是 的分式域。取 ，定
义 ，其中 是 在⾃然同态下映到 中的像。那么 是双射
但不是同胚。

证：

21.1 

21.2 

21.3 是显然的，另⼀⽅向，由于

（ 是全体局限理想）

因此只需说明

即只需

若 ， ， ，即 ，那么
。但是 中零理想的拉回 ，即 ，只能有 ，那么

，这和 的存在⽭盾。于是就说明了

21.4 ⾸先 是 的双射是显然的（对应定理，并且素理想的像还是素理想：
）

此时逆映射 ，那么开集 的原像正是 ，于是说明了这是双连续
映射，从⽽同胚。

21.5 由1.E21.3，

那么原命题等价于 ，即 幂零，即

21.6 显然。

21.7 注意到 是两个域（作为环）的直积，不妨记为

它的素理想有且仅有

这源于以下结论：

Claim（环直积的理想结构）: （有限直积），那么 的理想⼀定是如下形式：
，其中 是 的理想或者是 ⾃⾝。



证：

由归纳，只需 ，考虑 ，那么积环中的某个理想 在像下是 的理想
，同样有 。于是 ，同样我们也能找到
，那么 ，于是只有

Claim（环直积的素理想结构）： ，那么 的素理想⼀定是如下形式：
，其中 是 中的⼀个素理想。

证：

由归纳，只需 ，设 为 的素理想，则⼀定由形式 。那么
。此时 ，于是必须（事实上，不可能两个都

是 ）有⼀个 ，设为第⼀个，那么 ，那么 ，于是 是 的
素理想，那么就证明了结论。

 

于是 和 对应； 和 对应。然⽽ 闭， 开，从⽽ 并不是连续映
射，不是同胚。

 

22.（环直积与连通分⽀） 设 是环直积，那么 是与 ⾃然同胚的
空间 的不交并。

反之，对于任⼀环 ，以下三者等价。

1. 不连通。

2. ，其中没有⼀个直因⼦是零环。

3. 有⾮ 的幂等元。

证：

对于同态 ，由1.E21.4，它诱导了 到 的同
胚。

很容易验证 对不同的 是不交的。并且 的每个素理想都有结构
（直积的素理想结构定理）

那么就说明了这样的 的确覆盖了整个素谱。

 

接下来证明反过来的等价命题。



，若否，设 ，其中 是两个闭集，不妨设为具有形式
.

由于 ，那么

⽽ ，那么

取 ，且 ，那么 不幂零（⾸先⼆者不可同时幂零，其次如果有⼀者
幂零，那么另⼀者是单位，⽭盾。），但是 幂零。

设 ，那么 是单位，设其逆位 ，那么
。

如果 有平凡的情况，不妨 ，就有 ，⽭盾。

于是它们不平凡，⽽ ，从⽽ 是幂等的。

对于这个⾮平凡幂等元 ，

中素理想为 或

那么全体包含了 的素理想和全体包含了 的素理想就是 的两个连通分⽀，从⽽
说明了 不连通。

 

Stone定理  

23.（Boolean环 紧Hausdorff空间）

是Boolean环，

23.1 对每个 ，主开集 既开又闭。

23.2 对于 ， 对某个 成⽴。

23.3 是 中仅有的既开又闭的集合

23.4 是紧致Hausdorff空间

证：

23.1 只需说明闭，那么 ，于是 从⽽闭。



23.2 

23.3 如果 既开又闭， 开说明它是若⼲主开集的并， 是闭的⽽ 是紧的，于是
也是紧的，那么 ⼀定是有限主开集的并，利⽤1.E23.2即证

23.4 对于任意素理想 ，不妨 ，那么 ， ，被两个开集分
离，于是Hausdorff。紧致性已证：1.E17.7。

 

24. （Boolean环 Boolean格）

Boolean格：指满⾜以下三个条件的格 。

1. 有最⼩元和最⼤元，记为 。

2. 之间相互有分配律

3. 对于每个 ，存在唯⼀的补元素 使得

 

对于⼀个Boolean格 ，定义 上的运算为 ，可以
验证这样得到的结构是⼀个Boolean环，记为

相反地，对于⼀个Boolean环 定义环中元素的需关系为 ，验证在这个
序关系下得到的格是Boolean格。

需要注意到 （若 ，那么
，并且 的确成⽴，补元素定义为

）

于是我们建⽴起了Boolean格和Boolean环的⼀⼀对应（商去同构的情况）。

 

25. （Stone定理）每个Boolean格与⼀个紧Hausdorff空间的既开又闭集在包含关系下构
成的格同构。

证：只需要验证Boolean格 与 中的开闭集在包含关系下构成的格同构。

Boolean格中的每个元素 对应着主开集 

只需验证序关系仍然相同。

在格 中



在 中，

单位

设单位为 ，则：

 

极⼤谱，函数环  

26.（极⼤谱） 环 中 有由全体极⼤理想构成的⼦空间，其上的拓扑定义为继承的
⼦空间拓扑，称为极⼤谱，记为 ，很显然极⼤谱没有1.E21中那样好的性质，因为
极⼤理想拉回并不⼀定是极⼤理想。

（函数环） 是紧Hausdorff空间， 是其上所有实值连续函数构成的环。对于每⼀点
，取 为 中全体在该点取值为0的函数构成的集合。这个理想 是⼀个极⼤

理想，因为考虑赋值函数 ，这个理想是环同态的核，⽽像集是域
。

记 ，我们有了⼀个映射

⽬标是证明 是⼀个 到 的同胚。

26.1 对于 的任意⼀个极⼤理想 ，取公共零点集

如果公共零点集 是空的，那么 使得它在这⼀点不消失。由于连续
性，可以保证扩展到 的某个邻域 ，⽽ 在 上不消失。由于紧性，开覆盖 存
在有限⼦覆盖 ，那么 处处⾮零，从⽽在函数环 中存在逆，即

为单位。⽽ ，与极⼤理想⽭盾。

因此 不空。

对于任意⼀点 ， ，由极⼤性只有 ，从⽽ 是满射。

26.2 由于紧致T2空间是T4的，从⽽可以应⽤Urysohn引理，存在⼀个连续实值函数将 中
的点分离，于是 。（考虑分离函数 即可）从
⽽ 是单射。

26.3 对于 ，取 ， ，

那么 ，并且它们分别是 的⼀组拓扑基，于是 是同胚。 可以从环
中重建。

26.3证：



是显然的。

构成 上拓扑的⼀组拓扑基是因为任何 中开集 ，和 ，由Urysohn引理都存在连
续函数 使得 ，那么 ，现在让 遍历 ，得到的
的并⾃然为 。

函数环 的极⼤谱 中的开集 ⼀定能写成 的形式。⽽ ，于
是⽴刻得证。

 

仿射代数簇  

27. （仿射代数簇）设 是代数闭域，那么所有同时满⾜ 的点
称为⼀个仿射代数簇，记为 。

全体在 上消失的多项式构成了 的⼀个理想，记为 。称它为簇 的理想。
那么商环 是 上的多项式环。因为 中两个多项式
限制在 上诱导出了相同的多项式环 。

于是取 为 在典范映射 下的像，它称为坐标函数，因为 则
正是 的第 个坐标。 作为 代数由 ⽣成。

如同1.E26中那样，对于每⼀个 ， 是极⼤理想，于是有

了映射 。

是单射是因为如果 ，⼀定有⼀个 使得 ，于是 但

是满射也是正确的，但是这是Hilbert Nullstellensatz的结果。

 

28. （多项式映射）设 ，那么它们决定了⼀个多项式映射

对于 中各⾃⼀个代数簇 ，称映射 是正则的，如果它是某个多项式映
射 在 上的限制。

对于 上的任⼀多项式 ， 当然是 上的⼀个多项式。于是正则映射 诱导出
了代数同态 ，证明这是⼀个⼀⼀对应。

证：只需考虑坐标函数在代数同态下仍然被映到坐标函数的多项式函数。

1.6 节末笔记



1.6 节末笔记  

 

2. 模  

2.0 引⾔  

在交换代数中我们更多地考虑模⽽⾮理想是因为模给出了⼀些额外的操作空间，并且真正地
将⼦结构（理想）和商结构（商环）放在了同⼀个层⾯上进⾏操作。

2.1 模和模同态  

定义：模

⼀个 模是⼀个Abel群 ，且 线性地作⽤在其上。即是⼀个偶对 ，其中 是
Abel群， ，满⾜

（亦即 和⼀个 的环同态）

例：

是域 时成为 线性空间。

上群代数时， 模是⼀个 的 表⽰。

定义：模同态

称 模 之间的映射 是⼀个 模同态，如果

显然 模同态的复合还是 模同态。

全体 的 模同态可以构成⼀个 模。

其中 ，记这个模为 。

于是很⾃然地 ；和 各⾃诱导了
； 两个

模同态。

同样；每个 模 都有⼀个⾃然同态 ，因为 的 模同态被
唯⼀的确定了，但后者可以在 中任意选取。

定义：⼦模，商模



模 的⼦模是⼀个 的⼦群 且在 作⽤下封闭。商群 上也有模结构：
，称为商模。于是典范映射 是⼀个 模同态。

当然依然有对应定理和同构基本定理成⽴。

核、余核：

核的定义是⾃然的，余核可以看作满⾜以下正合列的模（于是在这⾥⽴刻看到来对称性）。

2.2 ⼦模的运算  

和、交、积  

和： 仍然是⼦模，并且是包含诸 的最⼩的⼦模。

交：⼦模的交仍然是⼦模。（于是全体⼦模构成了完备格）

积：⼀般情况下并不能定义，但是可以定义 ，其中 是 的理想。

类似群和环中的那样，依然有：

（2.1：模同构定理）

1. 是 模，那么

2. 是 的⼦模，那么

证：

1. 

2. 

 

商理想，零化⼦，⽣成⼦模  

对于 模 中两个⼦模 ，商理想被定义为 ，是 的理想，依然记
为 。特殊地 是全体使得 的元素，称为模 的零化⼦，记为

。

如果 ， 模 也可以视作 模：

即，将 分解为



称⼀个 模忠实，如果 ； 模 作为 模⼀定是忠实的。

（2.2: 零化⼦性质）

1. 

2. 

证：

1. 显然。

2. 

 

对于 ， 是 的⼦模。如果 ，则称 是⼀组⽣
成元，即 的每个元素都可以表⽰为 的 有限线性组合。如果这个模有有限⽣成元，则
称为有限⽣成模。

 

2.3 直和、直积  

略，环直和、直积相关的内容已经介绍过了。

如果 ，那么 ，其中

于是 ，并且其对应的单位元 （商环中单位元的同构像）在 中是幂等元，并且

2.4 有限⽣成模  

⾃由 模是指形如 的模，其中每个 。因此有限⽣成模⼀定同构于
。

（2.3） 是有限⽣成模 同构于某个 的商模。

证：

⽅向是因为考虑⼀组⽣成元 ，当然有同态
。并且这个映射是满的。

 ⽅向是显然的： ⽣成了

 

Rmk. Caution! 有限⽣成模的商模是有限⽣成的，但是⼦模不是！



有限⽣成模的⼦模不有限⽣成的反例：

令 是 的⼦环，于是它作为 模⾃然是有限⽣成
的。

且常数项为整数

考虑⼦模 ，它不有限⽣成。且常数项为

若否，设⽣成元组为 ，则 中任意元素可表⽰成 。

考虑⼀次项，这相当于要求每个有理数可以被有限个有理数的 线性组合表出，⽽这当然
是不可能的。

 

（2.4） 是有限⽣成 模， 是 的理想，且某个 满
⾜ ，那么 在 中有零化多项式。

证：

设 ，由于 ， ，其中系数

于是

即

于是 就是⼀个 的零化多项式。

（2.5） 是有限⽣成 模， 是满⾜ 的理想。那么存在 且

证：在2.4中取 ，那么⽴刻就有 ，即取
满⾜要求。

（2.6：Nakayama引理） 是有限⽣成 模， ，则

证：由2.5，存在 满⾜ ，其中 。于是由Jacobson根的等价
刻画， 是单位。

从⽽

2.6Rmk. Nakayama引理中有限⽣成的条件是必要的。

对于⼀个⾮域的局部整环 ， 为其极⼤理想， 为分式域是 模，则有⾮零的 。
但是 ，即 ，但是后者不为0。



（2.7: 推论） 是有限⽣成 模， 是 的⼦模， ，那么

证：

⾸先说明

左侧元素形式均为

右侧元素形式均为

从⽽的确是相等的。

在 上应⽤2.6Nakayama引理，它确实是有限⽣成的，且
，于是 ，从⽽ 。

 

对于⼀个局部环 ，极⼤理想 ，剩余域 。对于任何⼀个有限⽣成 模 ，商
模 由于被 零化，⾃然可以作为 上的模，从⽽成为了 上的线性空间，于
是它是有限维的（因为它可以被有限⽣成：有限⽣成模的商模还是有限⽣成的）。

接下来的命题告诉我们这个线性空间上的基可以被提升回模的⽣成元。

（2.8 局部环上模 的性质）如果 在 中的像构成了 的⼀组
基，那么 ⽣成了 。

或者进⼀步地： ⽣成了模  其在 中的像 ⽣成了

证：

当然核⼼部分还是 ，我们只需证明2.8中的情况。

设 是 ⽣成的⼦模，考虑 复合出的映射，则

（Note：

）

于是由2.7， 。

 

2.5 正合序列，同态函⼦



2.5 正合序列，同态函⼦  

（因为不是同调代数，不讨论Abel范畴，耶！）

称由 模和 模同态组成的序列：

在 处正合，如果 。 称⼀个序列是正合序列，如果它处处正合。正合序
列可以两端没有尽头，也可以长度有限。

形如 的正合列称为短正合列。它正合，
当且仅当 诱导了 到 的同构。

每个长正合列都能分裂成若⼲短正合列：记 ，那么长正合列在
处分裂为 。

 

对于（左）模范畴，有⼀个共变函⼦ （注意Hom⾃⾝也是⼀
个模）：

它将 映到 这个集合；将态射 映到态射

上。

同样地也有反变函⼦ 。

 

（2.9 Hom函⼦的左正合性）

模序列 正合 对于任何 模 ，序列

正合。

 

模序列 正合 对于任何 模 ，序列

正合。

、

（Rmk. ⼀般地，这两个函⼦并不⼀定是右正合的）

 

（2.10: Zig-zag引理）对于⼀个⾏正合的交换图：



有这样的蛇形正合列：

（这⽴刻让⼈回想起同调代数⾥的长正合列引理）

其中从右上到左下的同态称为边缘同态 ，定义为

取为 在 ⾥的像。（实际上边缘同态就是沿着对⾓线上的5个态射进⾏定义
的）

 

（2.11: 加性赋值）

⼀个加性赋值 是模范畴到Abel群 的映射，满⾜，对于任意⼀个短正合列
，

则对于任意⼀个长正合列 ，

证：考虑长正合列的分裂即可。

Rmk. ⾃⾏回想同调代数中的例⼦。

2.6 模的张量积  

（2.12: 张量积） 模 的张量积被定义为⼀个偶对 。其中 是⼀个 模，
是双线性映射，满⾜泛性质：



那么张量积存在，并且在同构意义下唯⼀。

证：

唯⼀性显然：

存在性只需要考虑全体 形式的元素构成的模 （完全⾃由），然后商去全

体 ⽣成的⼦模

得到了⼀个商模 。

对于每个 ，记 为其像，于是 由 ⽣成， 。

当然可以迅速验证泛性质，任何⼀个双线性映射要求⾄少商去上述关系。

 

这样的模 记为张量积 ，如果 有⽣成元组 ， 有⽣成元组 ，那么张量积
由 ⽣成。

注意：元素的张量积记号 如果不指明所属的模是存在歧义的。

例如 作为 的元素时为0，但是作为 的元素时不是。

尽管如此，有这样的结果。

（2.13） 满⾜在 中 ，那么存在有限⽣成⼦模

使得在 中

证：

沿⽤2.12中的记号， ；即为 ⽣成元的有限和，设它们构成的集合为

取 为 以及全体 中元素的第⼀个分量上的元素⽣成的⼦模；同样取 为 以及全体
中元素的第⼆个分量上的元素⽣成的⼦模。

那么在 中



 

Note：(2.13 alt.) 在⼦模 的情况中，如果在 中 ，那么

在 中

证：

考虑张量积的构造， ，于是

那么由于 ，且 ，⾃然 ，于是在 中
.

 

 

多重张量积也可以同样由多重线性映射构造得到（完全类似的泛性质）

 

（2.14: 张量积的运算律）

对于 模 ，以下模之间存在唯⼀的⾃然同构。

1. 

2. 

3. 

3alt. 

4. 

证：

这只需要验证即可：构造出两个⽅向的同态，以及说明它们的复合是恒等映射。

注意，3alt的证明略有不同，具体如下：

3alt: 

给定双线性映射：



对于任意模 ，每个双线性映射 限制在 上得到
，于是存在 .

将 定义为

由泛性质，得证。

 

（2.15：双模的张量积） 是环， 是 模， 是 模， 是 双模（即两个
模结构相容： ），那么 是⼀个 模： ，
同理 是⼀个 模。

那么

证：

这只需要验证即可：构造出两个⽅向的同态，以及说明它们的复合是恒等映射。

 

⾃然地，模同态之间也有张量积：

当然也有

（如上交换图说明了⼀切：其实只是练习⼀下使⽤xymatrix）

 

2.7 纯量局限和扩充  

回想起我们曾经将 模视作 模，它可以推⼴为：

定义：纯量局限

给定环同态 ， 模可以视作 模：



这实际上相当于将 变为了

（2.16: 局限保持有限⽣成性） 是环同态。 是有限⽣成 模；环 作为 模
当然也可以看作 模，如果它作为后者有限⽣成，那么 纯量局限为 模后也是有限⽣
成的。

证：设 ⽣成 模 ， ⽣成 模 ，那么 ⽣成 模 。

因为 ，

 

我们⾃然想问上述操作反过来是否能够进⾏，即给定环同态： 和⼀个 模 ，
能否构出⼀个 模？

⾸先显⽽易见的是肯定不能够直接将 视作⼀个 模。回想起在定义双模张量积时所做
的，⾃然可以⽤张量积来完成构造。

定义：纯量扩充

给定环同态 ，那么 作为 模可以得到 模： ，它可以视作
⼀个 模：

（2.17：扩充保持有限⽣成性） 是有限⽣成 模，那么 是有限⽣成 模

证：如果 ⽣成了

于是 ⽣成了 。

 

2.8 张量函⼦  

⾸先可以看出同态函⼦和张量函⼦ 互为伴随：

（回想⼀下双线性映射的定义即可）

张量函⼦当然是共变的： ：通过张量积。

（2.18: 张量函⼦的右正合性）

是 模的正合列，那么：



也是正合列。

证：

利⽤同态函⼦的左正合性：

正合，于是：

正合。

由于 的选取是任意的，利⽤同态函⼦的左正合性：

是正合的。

 

正如同态函⼦中出现的那样，张量函⼦也不⼀定是左正合的。

如果张量函⼦ 总是正合的，那么称 是平坦模。

 

（2.19: 平坦模）对于 模 ，以下等价：

1. 是平坦的。

2. 对于任何正合列 ，

3. 如果 单射，那么 是单射

4. 如果 单射且 有限⽣成，那么 是单射

证：

 将正合列分裂。

 3实际上就是左正合性。

 显然。

 

设 ，即在 中

由2.13，存在 的有限⽣成⼦模 ，在 中



设 是由 ⽣成的⼦模，那么 作为 的元素。

回想2.13的证明，当然可以使 包含 ，于是由2.13alt， 中
。

设 ，那么由条件（4)， 且是单射，于是 ，
⾃然（2.13alt） .

 

（2.20: 扩充保持平坦性） 是环同态， 是平坦 模，那么 是
平坦 模。

证：

只需说明对于任意 模： 单射，则 是单
射。

那么由于

以及 的平坦性⽴刻得证。

 

Rmk. ⾃由模 是平坦的：
当然单。

 

2.9 代数  

定义： 代数

对于环 ，⼀个 代数是⼀个环 和⼀个环同态 。由纯量局限，这个环 当然
具有了 模结构。

例：

当 是域的时候。环同态当然是单射，因此 是包含域 的环。

每个环 都⾃动成为⼀个 代数（

 

定义： 代数同态

对于 代数 （其中对应的环同态分别为 ）

称 之间的代数同态为映射 ，且它既是环同态，也是 模同态。



是代数同态  

证：

只需验证

这要求

最后⼀式取 即得 。

 

定义：代数的有限；有限⽣成

称⼀个 代数有限，如果它作为 模有限⽣成，此时称对应的环同态 有限。

称⼀个 代数有限⽣成，如果存在⼀组元素 ，使得代数中每个元素都可以写成
它们 系数的多项式形式，亦即存在⼀个 的 代数同态，此时称对
应的环同态 是有限型的。

 

2.10 代数的张量积  

对于 代数 ，定义它们的张量积是 .

定义 上的乘法 ，并将其按线性扩展到整
个张量积

它良定义是因为：

4-线性映射 诱导了 模同态
；由⾃然同构，诱导了 模同态 ；于是诱导了双线性

映射 。它正是具有上⾯所给出的形式的映射。

 

在这个乘法下构成了交换⼳环是因为取零元 ，⼳元 即可，于是 是⼀个 代
数，其中环同态 。

事实上有交换图：



，其中 .

由于 , 

⽽ ，交换性⽴刻得证。

 

2.11(E)  

模的性质  

1. 

证：

有双线性映射 ，容易验证良定义。

由泛性质，⾃然有模同态 ：

⽽还有模同态 ：

那么

于是这是模同构，从⽽得证。

 

2. 是 的理想， 是 模，那么

证：

由于张量函⼦是右正合的，对于正合列：

有正合列：



⽽第⼆项正是 ，因此只需说明

⽽这是显然的：

于是就得到了结论。

 

3. 是局部环， 是其上的有限⽣成 模，那么

证：

考虑极⼤理想 ，和剩余域 ， 。由Nakayama引理，

 

但是

即 ，但是这是线性空间的张量积，于是⾄少有⼀者为0，不妨 ，于
是由前述 。

 

4. （模直和的平坦性）对于⼀族 模 ， ，则 平坦 平坦
 

证：

Claim 

（See. 2.14.3alt）

那么 平坦  对每个单射 ， 单射  
单射 对每个 ， 单射 平

坦   



 

5. 是 上的⼀元多项式环，则 是平坦 代数。

证：

由于 , 且 是平坦 模： ，结合2.E4得到结果。

 

6. 是全体 系数的⼀元多项式构成的集合，⾃然是⼀个Abel群。 中元素以多项
式乘法的形式作⽤在 上，于是 成为 模。

那么

证：对于双线性映射

⾃然诱导出了模同态

另⼀⽅⾯取同态

即说明了是同构，从⽽得到结果。

 

7. 是 的素理想，则 是 的素理想；上述结论对极⼤理想不再成⽴。

证：考虑系数的投影映射 ，后者作为域上多项式环是整的。⽽
，由基本定理得 是整环，从⽽是素理想。

极⼤理想不成⽴，因为

 

8. （平坦性的保持）

8.1 如果 是平坦 模，那么 也是平坦 模。 

8.2 如果 是平坦 代数（纯量局限）且 是平坦 模，那么 是平坦 模。

证：

8.1

对于任意⼀个单的模同态

是单的，于是 是单的，即
是单的，于是 平坦。



8.2

对于任意⼀个单的模同态

是单的，于是 是单的，于是
是单的，即 是单的，从⽽

是平坦 模。

 

9. 给定 模正合列 ， 有限⽣成，

则 有限⽣成。

证：

设 的⽣成元组为 ； 的⽣成元组为 。并且在 中选取出⼀组元
使得 .

那么 ，其中 （考虑
即可。

然⽽

于是 构成了 的⽣成元，从⽽证明了有限⽣成。

 

10. 是环， 。 是 模， 是有限⽣成 模，以及模同态 。 如
果诱导出的 是满射，那么 是满射。

证：

由于 是满射， 。于是

反向包含是显然的，于是

由Nakayama引理，只有 ，即 ， 是满射。

 

11. 

11.1 , 

11.2  是满射，那么 .

11.3  是单射，那么  是否⼀定成⽴？



证：

11.1 设同构 ，以及 中极⼤理想 ，那么
是同构，⽽这事实上是 上的

维线性空间之间的同构，即 .

11.2 由张量积的右正合性质，给定满射 ，有
是满射，于是 .

11.3 不⼀定。

取 为可数个 的直积，即形如 的元素构成的集合，其上的运算
定义为对应分量之间的运算。

定义

验证它的确是⼀个环同态，并且是单射。但是 .

 

12. 设 是有限⽣成 模，且 是满同态，那么 有限⽣成。

证：

设 是 的基，选出 。设这些 ⽣成了 。显然
，并且对于任意 ，即 ，

这就说明了 .

因此考虑 的有限⽣成元，它们顺着 到 的投影⽣成了 。

 

13. 是环同态， 是 模。由纯量局限， 也可看作 模。于是再作纯量扩
张有 。证明 是单的且 是 的⼀个直和
项。

证：单性显然： .

考虑投影映射

显然

且 ，第⼀项是 中元素，第⼆项是 中
元素，于是 .

 



正向极限  

⾸先明确⼏个概念的名称。

正向极限是正向系统的余极限；滤过余极限是滤过系统的余极限；更⼀般地余极限不要求
Index范畴具有任何性质。

（正向系统是滤过系统的特例）

注意：尽管在现代正向极限被视作与余极限等价的概念，在这⾥的正向局限均指正向系统的
余极限。（若要描述没有任何约束的index范畴对应的极限时才使⽤余极限）

但是⽆论三者中的哪⼀个，⼀般都以 记号表⽰，接下来的讨论如果没有特殊指明，均指
正向极限。

14. （ 模范畴中的正向极限）我们接下来讨论 模范畴的正向极限。对于正向系统
（或者函⼦ ，其中 是正向集作为偏序集带来的index范畴）

那么直接从极限的定义验证知 ，以及对应的映射族
的确是函⼦ 的余极限。

验证：

需要验证泛性质。

⾸先 的确满⾜ ，我们验证它的确满
⾜泛性质。

对于任何满⾜ 的模 ，由2.E15.1， 中每个元素都可以写作 的形式，
很容易验证 且满⾜ 的同态的⾄多唯⼀性： 。

欲说明这样的态射的确存在，需要说明它是良定义的。如若

设 ，那么 ，即

不妨设 ，那么

（这当
然是对的，因为除⾮ ，否则 中的项应该是0） ，
于是良定义性成⽴，从⽽验证了泛性质的确成⽴。

（事实上，良定义可以由2.E15.2直接推出）



 

 

15. 中每个元素都能写成 的形式，并且如果 ，那么存在

证：

对 中任⼀元素，设为 ，由于 有限，存在⼀个

于是 ，从⽽是 的形式。

若 ， ，即由 ⽣成，于是由正向
系统，⼀定存在

 

16. 已在14中验证

17. （和）设 是⼀族 模的⼦模，且对于每个 ， ， 。定义
上的偏序 ，并且取态射 是 嵌⼊到 。

证明正向极限

作为特殊结果，每个 模都是其全体有限⽣成⼦模（在如上定义的正向系统下）的正向极
限。

证：条件  保证了这是⼀个正向系统，于是可以谈论正向极限。

由于 以及映射族 （嵌⼊）满⾜ ，于是存在唯⼀的态射

反过来也可以定义 ：设 ，若 ，定义 ，容

易验证良定义性。当然 ，于是同构，从⽽得证。

 

18. （正向系统间的态射）设 是同⼀个正向集 上的两个
模正向系统。记 为对应的正向极限，以及其对应的映射族



。

定义正向系统之间的模同态为⼀族模同态 ，且满⾜它和所有正向系统中的态
射都交换，即 。

证明这族模同态定义出了正向极限之间的唯⼀态射 ，满⾜ 。

证：

只需注意到 上也有映射族 满⾜泛性质的要求：下图的实线箭头均交换。于是存在
唯⼀的映射 满⾜下图的虚线箭头加⼊后仍然交换。

 

19. （正向系统间态射的正合列）称正向系统及其态射组成的序列 正合，如
果对每个 ， 正合。

证明：正向极限的序列（态射即为2.E18中诱导出的） 也是正合的。

证：



对于 ，设 ，那么

则

对于 ，若 ，即 ，那么由2.E15.2，

于是 ，即

于是

则 ，从⽽正合性得证。

 

张量函⼦保持正向极限  

20. 对于 模的正向系统 ，张量积上⼀个 模 后得到了另⼀个正向系统
。记

证明：

由于存在映射族 （满⾜余锥）。于是由正向极限的泛

性质，存在⼀个同态



 

同样由于存在 的双线性映射（如图），于是诱导出了双线性映射
。⽽ （考虑直和商去

某些关系这个定义），由张量积的性质，这诱导出了

（再继续讨论之前，需要详细解释 ：这是由对正向系统间的同态
取极限得到。双线性性源于交换图中的外周菱形除 外均为双

线性映射。）

接下来只需验证复合为恒等映射。

？

 

21. 是正向集上的⼀族环，将其视作 模得到正向极限 。

证明 上的环结构使得 成为环同态。

如果 ，那么存在某个 。

证：

定义乘法为 ，其中

若不存在 ，那么每个环中⼳元 被映到到0. 由2.15.2，存在 , ，即
，⽭盾。

 

22. 证明幂零根在正向极限下保持。证明整环在正向极限下保持。

证：

前者显然：



即 。于是

整环的保持性显然。

 

23. 设 是⼀族 代数，对于指标集 的有限⼦集 ，设 为 上张量积：
。对于另⼀个有限⼦集 ，有⾃然的代数同态 。设全体这样

的 构成出了正向系统， 存在 代数结构，并且 是代数同态，那么 称为
的张量积。

 

Tor函⼦与平坦性  

24. 对于 模 ，证明以下三者等价：

1. 平坦

2. 对所有 ， 模 ，

3. 对所有 模 ，

证：

.

对于 的投射解消 ，得到了复形

由于 平坦，且解消列是正合的，那么复形也是正合的，于是

.

显然

.

由同调群的长正合列，对于短正合列

得到了长正合列

由于 ，得到了正合列



从⽽说明了平坦性。

 

25. 对于短正合列 ， 平坦，那么 平坦 平
坦。

证：由长正合列：

那么由2.E24， ，于是结论⾃明。

 

26.（平坦判别法） 是⼀个 模， 平坦 对全体有限⽣成理
想 成⽴。

是2.E24的直接推论。

  

正合，对每
个有限⽣成理想 。

进⼀步，同理2.19(4 3)，对每个理想 都有上述序列正合，于是对于每个循环模 都有
。从⽽由2.E25每个有限⽣成模 都满⾜  （⼀个个商去

⽣成元）

再次同理2.19(4 3)，对于每个模都有 从⽽说明了平坦。

 

27. 称⼀个环 绝对平坦，如果其上的每个模都是平坦的。证明下述三者等价：

1. 绝对平坦

2. 每个主理想是幂等的

3. 每个有限⽣成的理想是 的直和因⼦

证：

由题， 是平坦模。⽽ 是单射，于是
也是单射。

但另⼀⽅⾯考虑⾃然同态构成的交换图（很容易验证交换性）：



注意到 的像只有 。⽽由右侧箭头单， 的像
只能为0.

另⼀⽅⾯ 是满射（张量积右正合），于是 ，但
另⼀⽅⾯，由2.E2

于是只能有 ，从⽽主理想幂等。

对于 ，于是 幂等

并且 ，同时注意到幂等元⽣成的理想满⾜

于是结合前述知每个有限⽣成理想都是某个幂等元的主理想，不妨 ，熟知
，结论⾃明。

考虑Tor长正合列， 。

那么

 

28. 

28.1 Boolean环是绝对平坦的；

28.2 1.E7中的环是绝对平坦的；

28.3 绝对平坦环的同态像是绝对平坦的；

28.4 局部环是绝对平坦的 它是域；

28.5 绝对平坦环 中每个⾮单位都是零因⼦。

证：

28.1 Boolean环的主理想幂等。

28.2 1.E7中的环的主理想幂等：



28.3 设像为 。对于 ，设 ，则 ，
从⽽证明了主理想是幂等的。

28.4 域当然是绝对平坦的。如果局部环是绝对平坦的，

⽽局部环若可⾮平凡地拆成直和 ，就有了两个极⼤理想，与局部性⽭盾。于是这意
味着所有的主理想只能是 ，即说明它是域。

28.5 设 ⾮单位，那么 ，即 ，那么 ，即说明其为
零因⼦。

2.12 节末笔记  

3. 环和模的分式化  

3.1 分式环、分式模  

对于⼀个环 ，⼀个包含 的乘性⼦集 ，在 上定义等价关系

于是 上可以定义运算

这⾥ 表⽰ 所处的等价类，可以验证上述定义良好，并且构成环结构；称得到的
环为 ，同时有同态 。注意：除⾮是整环，否则这个映射可
能不是单射。

 

分式环有如下泛性质：

3.1（分式环的泛性质）对于每个将 中元素映为单位的环同态 ，存在唯⼀的环
同态 使得

证：若存在 ，那么 ，于是 被唯⼀
确定了。

存在性：

令 ，若 ，即 ，于是
，⽽ 是单位，于是

，从⽽说明了良定义性。



 

3.2 （分式环由“嵌⼊”映射唯⼀确定）

环同态 满⾜性质：

1. 是单位；2. 对某个 成⽴；3. 中的元素都
有形式

反过来，如果⼀个映射 具有上述三条性质，那么存在唯⼀同构 ，
.

证：显然 满⾜3.1的条件，因此只需说明 是同构。

由3， 是满的；对于 的核，如果 ，那么 ， 对某个 成⽴，
于是在 中 ，从⽽说明了的确是同构。

 

例⼦：（Important！）

1. 对于素理想 ， 是乘性⼦集；此时记 为 。

对于 中 构成的理想是极⼤理想（若 ， 是单位）

因此由1.6， 是局部环。这个过程称做在 的局部化。

 

注意： 中的素理想拉回到 上是全体含于 的素理想；回忆 的素理想拉回到 上是全
体包含 的素理想。于是 实际上提取出了 之间的素理想。特殊地，描述 可以通
过 完成。

 

2. 

3. 对于 ，此时记

4. 是乘法封闭的。

5.  

5.1 ，那么 是全体（最简形式下）分母和 互素的有理数构成的集合；
，那么 是全体（最简形式下）分母是 的幂次的有理数构成的集合）

5.2 

, 是全体分母不在 中的有理分式。设簇 由 ⽣成，那么 是全体在
上⼏乎处处有定义的函数构成的环，这个环是 在 上的局部化。



5.3

设 是 上紧致Hausdorff空间，全体在点 取 的 中元素构成了 的素理想
（实际上是极⼤的） ，关于这个素理想做局部化得到了函数芽环，它是⼀个局部环。

注意到：

（当然严格说明 需要严格论证， ref: https://math.stackexchange.com/que
stions/1592558/germs-and-local-ring）

这实际上是局部化名称的由来。的确，局部化操作将我们的注意⼒拉到了 附近。

 

上述讨论可以推⼴到模上。同样给定乘性⼦集 ，在 上定义等价关系：
。这样得到了 不仅具有Abel群

结构，还是⼀个 模：

 

3.2 分式化的性质  

我们接下来将会看到，分式化与许多操作都是交换的，也保持了许多性质。

3.3pre （保持复合）每个模同态 诱导了分式环的模同态
，那么：

3.3 （正合性） 在 处正合，那么

在 处正合。

证：

若 ，则 。于是
。设 ，那么

 

于是 是 的⼦模意味着 也可以视作 的⼦模。

 

3.4（保持和、交、商）

https://math.stackexchange.com/questions/1592558/germs-and-local-ring


均为 的⼦模，那么：

3.4.1 

3.4.2 

3.4.3 

证：

3.4.1显然。

3.4.2：

于是

（反向包含显然）

3.4.3 对正合列 作⽤ 即可。

 

3.5 （保持纯量扩张）

对于 模 ， 模 和纯量扩张 同构。特别地存在唯⼀的
同构映射

证：

存在双线性映射

于是由泛性质，存在唯⼀的同态 满⾜

⾸先这显然是满射，只需证明单射。

对于 中的元素 。记 ，则：

。故只需讨论 形
式的元素：

如若 ，则 ，即 。于是

 

3.6 （局部化是平坦化） 是平坦 模。

结合3.3，3.5，2.19：任给 模正合列



（后⼀正合列中模作为 模，且映射正是如同3.3中那样）

于是后⼀列正合，从⽽前⼀列正合。

 

3.7 （保持张量积）若 是 模，存在唯⼀的 模同构
满⾜

。

对于素理想 ，作为 模有：

证：

考虑3.5，对于 模 ，存在唯⼀同构

⽽前者⾃然地与 同构，得证。

 

3.3 局部性质  

称⼀个 模 （或环 ）的性质 是局部的，如果 具有性质
具有性质 。

 

接下来是局部性质的例⼦：

3.8 （零模是局部性质）

对于⼀个 模 ，以下三者等价：

1. ; 2. ; 3. .

证：



平凡。如果 成⽴但 ，设 ，记 ，那
么 。考虑 ，当然不能存在 （因为 ），于
是 ，这与 ⽭盾！

 

3.9 （左正合/右正合是局部性质）

是 模同态，以下三者等价：

1. 单；2. 单， ；3. 单， .

单换成满依然成⽴

证：

. 局部化是保持正合的

显然

设 ，有正合列

那么 正合，于是 。于是由
3.8，

满射情况同理。

 

3.10 （平坦性是局部性质）

对于 模 ，以下三者等价：

1. 是平坦 模；2. 是平坦 模， ；3. 是平坦 模，
。

证：

由3.5，2.20.

显然。



对于任何模同态 ，

，于是说明了平坦性。

3.4 分式环中理想的扩张和局限  

由于环同态 ，我们可以考虑扩张理想和局限理想，分别记为

对于 中理想 ， （均有形式 ，再通分即可）

3.11 （扩张理想和局限理想的结构）

3.11.1 中的每个理想都是扩张理想

3.11.2 是 的理想， 。于是

3.11.3 的元素在 中都不是零因⼦。

3.11.4 中的素理想和 中与 不交的素理想存在⼀⼀对应：

3.11.4 Cor. (Example 5 Mentioned In 3.1) 局部环 的素理想与含于 的素理想⼀⼀对
应。

3.11.5 操作与和有限和、积、交、根理想交换

3.11 Cor. 是 的幂零根。

证：

3.11.1 设 是 中的理想， 。于是 ，进⽽ 。另
⼀⽅⾯ ，于是只能有 从⽽证明了结论。

3.11.2

 

3.11.3 

中 的元素都不是
零因⼦。

3.11.4



素当然意味着 素。

反过来：如果给定素理想 ， 是整环。由于存在 模同构（3.4.3）

前者要么是0，要么含于 的分式域中，于是⾃然是整环。从⽽ 要么等于 ，要
么素。⽽前者这⼀情况

于是得证。

3.11.5 

和、积由1.18保证，交由3.4.2保证。

根理想：由1.18，

反过来，若 ，

那么

⽽ ，于是当然

3.11 Cor.

Nilradical of 

 

Rmk. 利⽤这⾥的结果，可以更精确地说明为什么幂零根是素理想的交。我们希望说明如果
不幂零，那么⼀定存在⼀个素理想不包含它。由于 不包含0，那么
⾮0，从⽽存在极⼤理想。

这个极⼤理想的局限是素理想，且不包含 （否则 引发⽭盾）

（事实上可以发现许多有关素理想的问题在局部化中都得到了很好的解释）

 

Rmk. 3.1节中举例提到的 中局部化和商操作是可交换的（由3.4）

正如3.1节中举例提到的，我们格外关注形如 的结构。这称为 处的剩余域(Residue 
Field)，它既可看作整环 的分式域，也可看作局部环 的剩余域。

考虑 作为例⼦，实际上它⼏乎就是余切空
间 。



 

3.14（有限⽣成前提：局部化保持零化⼦） 设 是有限⽣成 模，那么

证：

如果命题对两个 模 成⽴，那么对于 ：

于是利⽤对⽣成元的归纳，只需证明循环模的情况。

此时 。那么

于是

 

作为推论我们可以利⽤商理想的零化⼦形式得到：

3.15 （有限⽣成前提：局部化保持商理想） 是 的⼦模，且 有限⽣成，那么

证： ，只需说明 有限⽣成。⽽
是有限⽣成模的商模，于是⾃然有限⽣成。

 

3.16 （素理想是否是素理想的拉回？）给定环同态 ， 是 的素理想，则它是
的素理想的拉回

证：如果 ，当然

反过来，如果 ，设 。如果 与 相交，即 ，那么
，⽭盾。

从⽽ 与  不交。

于是 在 中的扩张是⼀个真理想，那么被某个极⼤理想 包含，设它局限回 得到的
素理想为 ，那么 ，且 与 不交。于是 ，但是 ，于是只能关系
取等，从⽽得到证明。

3.5(E)



3.5(E)  

1. 设 是 的乘性⼦集， 是有限⽣成 模，则 .

证：

 

2. 设 是环 的⼀个理想，记乘性⼦集 ，证明

证：由1.9，只需证明 是单位（
）

⽽这是显然的，因为

⽽ ，它们的积当然是 ，
于是得到证明。

（2cor.）

 

3. （多次环的局部化可以交换）设 均为乘性⼦集， 是 在  中的像，证明
，从⽽说明局部化的次序对结果没有影响，均为将这些乘性⼦集

相乘后做局部化得到的分式环。。

证：

考虑同态

这个同态是良定义且满的，对于单性，如果

 

4. （局部化与纯量扩充交换） 是环同态， 是乘性⼦集， ，则
和 是同构的 模。

证： ，良定义，模同态，满射显然。对于单射：若 ，即
。那么

 



5. 如果 是环，对每个素理想 ，局部环 都没有⾮零的幂零元，证明 没有⾮零的幂零
元。

如果每个 是整环， ⼀定是整环吗？

证：若有⼀⾮零幂零元 ，由于局部环 没有⾮零的幂零元，那么在局部环中 ，即
。由于 ⼀定被包含 的极⼤理想包含，取 为这个极⼤理想

就得到了⽭盾。

对于第⼆个问题答案是不⼀定的，考虑 即可。

 

饱和乘性⼦集  

6. 对于⾮零环 ，设 是全体不包含0的乘性⼦集构成的集族，证明它有极⼤元素，且
极⼤ 是极⼩素理想。

证：

由Zorn引理，只需说明对于每个全序链 ，存在上界。这当然存在，取为 即
可。

对于第⼆个结论：

若 极⼤，则 （考虑乘性⼦集 包含了 和
，由极⼤性得证）于是验证知 是理想： 。从⽽
⼀定是素的，进⽽⼀定是极⼩的。

反过来，若 极⼩素理想， 是显然的。如果它不极⼤，那么可以取 极⼤，
那么 是素理想，且严格包含于 中，⽭盾。

 

7. 称乘性⼦集 饱和，如果

证明：

7.1 饱和 是素理想的并。

7.2 对于任何乘性⼦集 ，存在唯⼀的最⼩的饱和乘性⼦集 包含 ， 是与 不交的素理想
的并在 中的补。

7.3 若 ，求 。

证：

7.1 



我们说明如果 饱和， 。

左侧当然包含右侧，对于反过来的情况：若 ，考虑 ，由于饱和性
，于是考虑商环 的⼦集 当然也是乘性⼦集。于是由3.E6，

，其中最后⼀项为极⼩素理想，于是⾃然 （对应定理）那么
，且 ，从⽽

7.2

⾸先 当然是饱和乘性⼦集，且包含 。如果有另⼀个包含 的饱和乘性
⼦集 ，那么应⽤7.1的结果知 ，于是结论⾃明。

7.3

，于是 。由于要考虑
的是 ，只需考虑 是极⼤理想的情况。由于 ，那么

，于是综上所述，有

 

8. 设 是乘性⼦集且 ，那么有⾃然的同态 。证
明以下等价：

1. 是双射；

2. 对于 ， 是 的单位。

3. 对每个 ，存在 。

4. ，其中 指 的饱和化。

5. 每个与 相交的素理想也和 相交。

证：

考虑 的原像 ，那么

满射：如果在 中 ，那么

单射：如果 ，即在 中 ，那么 。设 在
中的逆为 ，那么⾃然在 中 ，于是 。

（Rmk. 也可以考虑泛性质）



设 的逆为 ，那么 ，即 ，即

若 中某个元素 属于与 不相交的素理想 ，那么由3， ，但同时更有 ，⽭
盾！

显然

如果 在 中没有逆，即 ， 。那么⾃然 满⾜

（接下来仿照3.E7）

于是同理有 是乘性⼦集。那么由3.E6，
，于是 ，⽭盾。

 

Rmk. 正是在局部化中变得可逆的元素，那么当然有 ，并且两个局部化的
分式环相同当且仅当它们（所使⽤的乘性⼦集）的饱和乘性⼦集相同，于是饱和乘性⼦集实
际上展⽰了局部化的⼀切信息。

 

9. 全体⾮零因⼦构成的集合 是⼀个饱和乘性⼦集，于是零因⼦集合 是⼀些素理想的并
（1.E14的另⼀证明）并且：

9.0 每个极⼩素理想都被包含在  内。

称为全分式环，证明：

9.1 是最⼤的满⾜映射 是单射的乘性⼦集 。

9.2 的元素要么是单位，要么是零因⼦。

9.3 如果⼀个环其⾮单位元素均为零因⼦，那么它的全分式环和它相同，即 是双射。

证：

9.0

不包含0的极⼤的乘性⼦集等价于它形如 ，进⽽它是饱和的乘性⼦
集。



如果 ，那么 ，于是只能有 ，这和 定义⽭盾，于是只能有
，进⽽得证。

9.1

单

若 ，设 是零因⼦， ，那么 ，⽭盾。从⽽

9.2

的元素若不是零因⼦，即 ，即
，即 ，于是当然 是单位。

9.3

由条件 是其全体单位构成的集合，这样的分式化当然是双射。

绝对平坦环的局部化  

10. 给定环 ：

10.1 如果 绝对平坦，那么对于任何乘性⼦集，局部化的结果 依然是绝对平坦的

10.2 绝对平坦 对于每个极⼤理想， 是域。

证：

10.1

由于 绝对平坦， ， 。于是 ，进⽽
，从⽽说明 。于是说明了分式环 依然是绝对平

坦的。

10.2

 绝对平坦 绝对平坦。由2.E28，它是局部环，于是这要求它是域。

  对于单位 ， 当然幂等，下设 ⾮单位，设 。由于 是域，其
唯⼀的极⼤理想 应为0. 即 。于是 ，

从⽽ ，于是说明了主理想 幂等，于是得证。

 

11. 设 为环：

11.1 证明以下四者等价：



1. 绝对平坦；2. 每个素理想极⼤；3. （配备Zariski拓扑）是 的；4. 
是 的。

11.2 如果上述情况成⽴了，证明 是紧致Hausdorff且全不连通的。

证：

11.1

每个素理想极⼤  中没有严格含于 的素理想  的素理想只有
（这个局部环幂零根为0：局部化保持幂零根，⽽ 幂零根为0）这个

局部环是域。

当然 。

 

紧致由1.E17保证，Hausdorff即 已证。

全不连通性由 分划 得证。

 

12. 是整环， 是其上的模。称 的元素 是挠元，如果 。全体挠元构成了
⼦模 。如果 ，则称 ⽆挠。

12.1 ⽆挠。

12.2 是模同态，那么

12.3 是左正合的，i.e. 正合，则

正合。

12.4 是映射 的核，其中 是 的分式域。

证：



12.1 若否：

12.2 

12.3 

限制到挠模上⾃然 单射。 ，只需证明

若 ， 。由于 ，⽽ 单要求 ，即
，得证。

12.4

由3.5，存在 模同构 ，其中

那么

 

13. 设 是整环 的乘性⼦集，证明：

13.1 

13.2 ⽆挠是局部性质，即以下三者等价：

1. ⽆挠；2. ⽆挠；3. ⽆挠。

证：

13.1 ，于是结论显然。

13.2 

那么 ⽆挠

⽆挠 ，但是⽆零因⼦保证了 ，从⽽
。

 

14. 是 模， 是 的理想。只要极⼤理想 ，就有 ，证明：

证：



 考虑 模 。它对其中任何极⼤理想做局部化得到的是0，那么由3.8知
，得证。

 

15. 对于⾃由模 ，证明 的任何⼀组 个元素构成的⽣成元系都是 的⼀组基。

证：

设这组⽣成元为 ，以及⾃然的基底 。⾃然有模同态
，这当然是⼀个满同态，接下来证明同构，即说明其为单同态。

由定理3.9，可以假设 是局部环， 。由于⾃由模 是平坦的，那么正
合列 诱导出了张量正合列

 

由于 是线性空间， 满进⽽是单的，于是只能有 。⽽ 作为⾃
由模的⼦模是有限⽣成的，那么由2.E3知 ，从⽽得证。

 

进⼀步地，任何⼀组 的⽣成元⾄少有 个元素。若否，添加元素⾄ 个是⼀组基，于是⽴
刻引出⽭盾。

 

忠实平坦  

16. 是平坦 代数，那么以下五者等价：

1. 对所有 中理想成⽴。

2. 是满的。

3. 每个 中的极⼤理想都满⾜

4. 对于⾮零 模 ， 。

5. 对于 模 ， 是单射。

在这样的条件下，称 是 上忠实平坦的。

证：

 由3.16结论成⽴。

 显然。



 设有⾮零元素 ，记 。由于 是平坦的 代数，那么嵌⼊
诱导出了嵌⼊ 。⽽ ，由2.E2有 。

由于 ，由3.知 ，从⽽ ⾮0。于是嵌⼊就保证了 。

 如果这个映射不是单射，即 。⽽ 诱导出了嵌⼊

那么这要求在 中也有 ，于是 ，⽭盾。

 取 ，即有单射 ，并且这个映射正是由环同态 诱导出。
那么考虑 的原像：当然为 ，但另⼀⽅⾯单射保证了它应该是0，于是就有 。

 

17. ，如果 平坦，且 忠实平坦，那么 平坦。

证：

对于任何⼀个 模单同态 ，需证 是单同态。

考虑正合列

这天然地具有 模结构，于是有正合列

⽽上述列的最右⼀侧变为 ，这是单射。

但是考虑交换图：

由于 在 上忠实平坦，由3.E16.5：左、右、下三个映射都是单射，且这个图交换，于是只
能有第四条边也是单射。

从⽽得到了结论。

 

18. 是平坦环同态， 是 的素理想且 。那么
是满射。

证：

需要说明 是 上的忠实平坦代数。



⾸先说明它是平坦的： 是

 

19. 给定环 ， 是 模。称 的⽀撑为全体满⾜ 的素理想。

19.1 

19.2 

19.3 给定正合列 ，则

19.4 ，则

19.5 有限⽣成，则

19.6 有限⽣成，则

19.7 有限⽣成， 是 的理想，那么

19.8 是环同态， 是有限⽣成 模，那么

证：

19.1 ⽅向显然， ⽅向成⽴因为

于是取 是包含 的极⼤理想即证。

19.2 

19.3 对于 ，有正合列

那么 ，于是结论⾃明。

19.4 由于 ，结论⾃明。

19.5 

设⽣成元为 ， 为映射 的核。

那么 ，于是

19.6 由于 ，且由2.E3（有限⽣成性当然在局部化中被保持）知
它⾮零当且仅当两个因⼦⾄少存在⼀个⾮零，于是结论⾃明。



19.7 

由于 ，那么由3.E19.6，

19.8 设 。只需

然⽽

 

20. 环同态，以及 ，那么：

20.1 每个 中素理想都是局限理想 满。

20.2 每个 中素理想都是扩张理想 单。

证：

20.1 显然。  满。

20.2  若否，则

即

于是

 

纤维积  

21.1 给定环 ， 乘性⼦集，以及⾃然同态 。则
作为 到 的同胚。（这⾥

是⼀个记号， ）

特别地，取 ， 的像是主开集 。

21.2 给定环同态 ， 。将
对应到 的⼦集 （21.1中的同胚像），

对应到 的⼦集 ，证明：
是 限制到 ，并且 。

21.3 是 的理想， ， 。将 对应到 ， 对

应到 。证明： 是 限制到 。

21.4 设 是 的素理想，取 。在21.2中局部化，再在21.3中商去 ，说明
和 同胚。其中 是局部环 的剩余域。



称 是 在点 处的纤维。

证：

21.1

由3.11，可取 。只需说明同胚。由1.E21.4有 到
的同胚。然⽽

21.2 

的确： 映到了 内，并且也只有 元素能够被映到 内。

21.3

同样地， 的确被映到了 。

21.4

结合21.3，21.4即证。

 

22. 给定环 和素理想 ，那么 到 中的同胚像是全体包含 的开集的交。

证：

由3.E21.1，同胚像为

 

仿射概形  

23. 给定环 ， ，主开集 。

23.1 ， 是良定义的（即：与 的选取⽆关）

23.2 ，且 。证明：存在 。然后诱导出
。并且证明 仅和 有关。

称 为限制映射。

23.3 时

23.4 ，则：



交换。

23.5 是 中⼀点，则

 

上述结论建⽴了素谱上的环预层，并且满⾜其在每⼀点的茎是环在该点处局部化。

证：

23.1 考虑饱和乘性⼦集结论3.E8Rmk.，结论⾃明。

若 ， ， 。

。

满性显然，单性只需注意

23.2 

将所有这样的 相交，有 ，即证。23.1保证我们可以随意地选定⼀组满⾜要求的
，此时

23.3 显然。

23.4 直接验证即可。

23.5 

为了和⼀般的预层相对应，对于任意开集 ，由于 形式的环是Co-final的，因此仍然
只需考虑邻域为主开集的情况。

有环同态

于是⾃然诱导出⼀个同态

满显然。单只需注意到任何 的元素都是某个 的像，设为 的像，接下来只

需显然地验证。

 

24. 证明3.E23中的预层满⾜： 被 开覆盖。如果对于每个 ，存在 满⾜
对于任意 ， 限制进 的像相同；那么存在唯⼀的 满⾜它
限制进 的像是 。



（这说明3.E23中的预层是层）

证：

紧性保证可以假定有限开覆盖，不妨取为有限个数的主开集。

唯⼀性：若 ，即 。由于开覆盖， 。于是

存在性：只需考虑 。 限制进 的
像分别是

即： ，取它为 的元素即可。

 

Rmk.(Affine Scheme.)

实际上对于每个开集 ，我们为其指定的环是开集上的正则函数环。这⾥需要
更进⼀步地解释：正则函数将素谱 中的⼀个元素 映⼊剩余域 中。对于
主开集 ，其上 的正则函数⼀定形如 ，对于更⼤的开集，使⽤3.E.24（即
Gluing Condition）定义即可。

古典的例⼦即考虑 的情况。

 

25. 是环同态，于是有 。设 分别是
的素谱，那么

证：

由3.E21，

 

26. 设 是⼀组正向系统， 是正向极限；以及有 ，并且满⾜
。那么这诱导出了映射 。证明：

证：

对于 ， 同胚于以下的素谱： 。

那么由2.E21: ，于是得到结论。

 



可构造拓扑  

27.1 考虑2.E23中构造出的任意指标集上 代数 的张量积 ，有 。那么

27.2 给定 ，其中 是有限指标集中元素。令 。定义
。那么

27.3 中全体形如 的⼦集满⾜闭集公理，于是诱导出⼀个拓扑，称为
可构造拓扑。这个拓扑⽐Zariski拓扑更精细。

27.4 在可构造拓扑下， 是紧的。

27.5 对于 ，在可构造拓扑中它既开又闭。

27.6 设 是最粗的满⾜ 既开又闭的拓扑，那么拓扑空间 是Hausdorff的。

27.7 记可构造拓扑为 ，那么 是同胚。从⽽ 具有
形式 在 中 闭。（这说明 ）

27.8 是紧、Hausdorff、全不连通的。

证：

27.1 由3.E.26 ，

再结合3.E.25： ，于是得到了结论。

27.2 ， 同胚于以下的素谱：

那么 ，即证。

27.3 闭集公理中只需验证 闭，但是取 即说明。

精细只需说明在可构造拓扑中 仍然是开的。

然⽽这是显然的：取 即可。

27.4 考虑⼀族满⾜有限交性质的闭集： 。其中 . 那么每个有限⼦集 , 
⾮零。于是它的正向极限⾮零，进⽽ ，从⽽结论得证。

27.5 开已经被验证了。闭：取 即可。

27.6 取 , 则 ，它们都是开的。

27.7 双射显然。  当然是连续的： 的开集⼀定是 的
并，它们的原像也是开的，从⽽得证。

⽽熟知紧拓扑空间 到Hausdorff空间 的连续双射 是同胚，得证。



（It suffices to prove it takes open sets to open sets. Let  be open; then its 
complement  is closed. As a closed subset of a compact space, K is compact. 
Since  is continuous,  is compact. As a compact subset of a Hausdorff space,  
is closed. Thus ） 

27.8 由于 和 同胚，且后者Hausdorff，于是说明了Hausdorff性。

只需说明全不连通。同理27.6的取法，对于任意集合 , 有
是分划，从⽽不连通。

 

29. ，则 是连续闭映射，其中 上配备的是可构造
拓扑。

证：连续闭映射等价于每个闭集的像是闭集。

若可构造拓扑下闭集 ，设 ，其中 。则
，从⽽也是闭的。

 

30. Zariski拓扑和可构造拓扑相同 绝对平坦。

证： 由3.E11，Zariski拓扑和可构造拓扑相同   Hausdorff
绝对平坦。

 绝对平坦  Hausdorff. ⽽ 是连
续双射，且前者紧，后者Hausdorff，于是这个映射是同胚。从⽽

.
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