
Introduction to Commutative Algebra - Part2.  

Note. 4.E13，5.E22（答案有误），5.E24

作为模有限⽣成：有限。

作为代数有限⽣成：有限型。

4. 准素分解  

4.0 引⾔  

对⼀个理想做准素分解得到 。今后的结论将指出如果这样的分解是极⼩的，它
对应到代数簇上正是对簇进⾏不可约分⽀分解。

4.1 准素理想  

定义（准素理想）称⼀个理想 是准素理想，如果 且 对
某些 成⽴。
从⽽： 准素 且每个零因⼦都是幂零元。

性质（准素理想的性质）
素理想准素；准素理想的局限准素（ 同构与 的⼦环）

4.1（ 准素） 是准素理想，那么 是最⼩的包含 的素理想，记为 ，则称 是 准素
的。
证：
由1.8，只需说明 是素的。若 ，则 。从⽽ 即

。

Remarks and Examples.



1. 中的情况是熟知的： 是全体的准素理想，同时它也是全体根理想为素的
理想。但是最后这个论断对于⼀般的环中并不⼀定成⽴。

2. 准素理想不⼀定具有形式 ： 。 ，其中
的零因⼦是 的倍数，从⽽幂零。于是说明 的确准素。然⽽ 是 准素的，
若其具有形式 ，⼀定有 。但是 ，从⽽不可能具
有形式 。

3. 根理想为素的理想不⼀定准素，更进⼀步地： 不⼀定准素：取
， 。由于 是整环，因⽽它的确

素。⽽对于 ： ，但是 ，从⽽它并不准素。

尽管有Remark3.的反例存在，将根理想为素这⼀条件更换为根理想极⼤则能够得到结论成
⽴。
4.2 极⼤，则 准素。特殊地，给定极⼤理想 ， 准素。
证：
在 中的像仍然极⼤，并且是幂零根。那么 局部，从⽽ 中元素要么是单位，

要么是幂零元。（若有⼀个⾮单位⾮幂零元的元素，它应该被某个极⼤理想包含，于是⽭
盾）

4.2 准素分解  

4.3（ 交 还是 ）对于 准素理想 ， 仍然是 准素的。

证：
。令 ，即存在某个 ，从⽽说明 ，

进⽽准素。

4.4（准素理想的商理想）设 是 准素的， 。
4.4.1 ，则
4.4.2 ，则 是 准素的。
4.4.3 ，则
证：
4.4.1 显然
4.4.2 ，于是 。两侧
取根理想， 。
若 ，并且 ，则 ，从⽽ ，于是 ，从⽽说明了准
素。
4.4.3 有定义显然。



准素分解是将⼀个理想分解成有限个准素理想的交的过程。（尽管这个分解并不总是⼀定存
在，但是它在代数⼏何中意义是明显的）
更进⼀步地，如果：1. 各不相同；2. 。那么称这个准素分解是极⼩的。
每个准素分解都可以被约化为极⼩准素分解。
证：
1.条件利⽤4.3可以取到。
2.若 ，将 除掉即可。

接下来研究可准素分解理想的准素分解的唯⼀性。

4.5（第⼀唯⼀性定理）设 可准素分解，对于极⼩准素分解 ，取 ，则

是全体 ，进⽽与准素分解的选取⽆关。

证：由于 ，那么

若 素，由包容引理1.11，有

反过来，对于每个 ，存在 ，那么 。

于是说明了定理的正确性。

 

Cor. 对于每个 ，存在 , 是 准素的。

Cor. 对于 模 ， 正是 中每个元素的零化理想的根理想与 的交。

Rmk. 准素分解并不⼀定唯⼀。

 

沿⽤4.5的记号，称素理想 属于理想 。那么： 准素当且仅当仅有⼀个素理想属于它。极
⼩准素分解中对应的那些素理想中的极⼩元 称为孤⽴素理想（又称极⼩素理想，4.6解
释了为什么这个名称是不会引起歧义的），⽽其余的素理想则称为嵌⼊素理想。（注意：极
⼩的准素分解并不能保证对应的素理想之间不存在包含关系）

孤⽴和嵌⼊的例⼦在考虑代数簇时有了直观的⼏何意义：例如取 , 
，则 , 但是 ，从⽽ 是孤⽴的， 是嵌⼊的。



对应到理想对应的代数簇上，此时 当然对应的直线 ，因此 是孤⽴的在⼏何层⾯上
是显然的，⽽ 正是对应着⼀个嵌⼊的⼦簇 。

这解释了为什么在4.0中提到的准素分解正是不可约分⽀分解。

 

直觉提⽰孤⽴素理想和极⼩素理想相近，接下来的性质表明它们完全相同。

4.6（孤⽴素理想是极⼩素理想） 可分解，那么每个素理想 都包含着⼀个从属的素理
想。从⽽孤⽴素理想（即从属素理想的极⼩元）正是全体包含 的极⼩素理想。

证：

，则 ，由1.11回避引理， 对某个 成⽴，从⽽得
证。

 

4.3 准素理想与局部化  

4.8 乘性⼦集， 是 准素的。

1. 如果 ，

2. 如果 ，那么 是 准素的，并且它的局限是 。进⽽同理3.11中的素
理想对应，准素理想之间也是存在对应的。

证：

4.8.1 对某个 成⽴

4.8.2 ，于是 ，从⽽由3.11 。

这⾥的扩张和局限是在环同态 下的。

于是 ，并且



若 ，即 ，那么 ，由于
，当然 ，从⽽ 是零因⼦，于是幂零，从⽽ 幂零，这就说明了

准素。

 

由4.8.2.的结果，记 的局限为 ，那么 ，⾃然想问⼀般的理想在 下的
表现如何。

4.9（ 的性质）设 有准素分解 ， ，且 和 不交，但和

相交。那么：

并且这两者仍然是准素分解。

证：

第⼀式显然， 准素（由4.8.）

⽽

 

称⼀族从属于理想 的素理想族 是孤⽴的，如果 .

对于⼀个孤⽴素理想族， 是乘性⼦集，且对于任何从属于 的素理想 ，

 

于是，结合4.9和这个结论，得到：

4.10（第⼆唯⼀性定理）设 可分解， 是极⼩准素分解， 是孤
⽴素理想族，那么 与分解⽆关。



证： ，其中 由第⼀唯⼀性定理与分解⽆
关。

做为推论，有：

4.11（孤⽴分⽀唯⼀）孤⽴准素分⽀（即孤⽴素理想 对应的准素理想 ）被 唯⼀决定。

证：取 为⼀个极⼩素理想组成的单元集即可。

4.4 可分解理想  

最后我们讨论⼀些可分解理想的性质。

4.7 是可分解理想，给定极⼩准素分解 ，以及 ，那么

证：

过渡到商环：如果 可分解，那么在商环 中 理想可分解。即 ，其中后者是 在
商环中的像，也是准素的。

（注记：如果 ，那么 ；更进⼀步地如果 是准素的，那么 也是准素的）

由上，只需说明零理想的极⼩准素分解对应的素理想的并是全体零因⼦，记零因⼦集合为
，那么：

，⽽由4.5的证明  对某些 成⽴。从⽽
，但是4.5也说明了 具有形式 ，于是得证。

 

4.5(E)  

1. 如果存在准素分解，那么 仅有有限个不可约分⽀。

证：



由1.20， 的不可约分⽀为全体 ，其中 为包含 的极⼩素理想。由于准素分
解存在，取出极⼩准素分解，那么包含 的极⼩素理想当然有限个，于是结论⾃明。

2. ，那么 不含有嵌⼊素理想。

证：

⼀定可分解。

给定⼀个极⼩准素分解 ， ，那么后者也是 的⼀个极⼩
准素分解。于是⾃然不存在嵌⼊分⽀。

 

3. 如果 绝对平坦，那么每个素理想都是极⼤的。

证：

对于⼀个素理想 ，对于 ，由于主理想幂等， ， ，即
。

那么在 中 。然⽽ 是零因⼦，于是只有 （整环），从⽽ 是
单位。

 

4. 对于环 ，理想 是极⼤的， 是 准素的，但不是 的幂。（4.2
的逆命题反例）

证： ，于是说明极⼤。 ，那么每个零因⼦(2)是幂等的(
)，从⽽说明准素。

由于 

的常数项是 的倍数。于是

⽽ ，从⽽说明了结论。

 



5. 对于域上的多项式环 ， 。证明 是素
的， 是极⼤的。取 ，说明 是极⼩准素分解，指出孤⽴分⽀和
嵌⼊分⽀。

证：

不难验证极⼩准素分解。孤⽴分⽀为 ，嵌⼊分⽀为 。

 

6. 是⽆限元素的紧Hausdorff空间， 是其上连续实值函数环。在这个环中零理想是
否可以分解？

证：

如果零理想可以分解，那么 仅存在有限个不可约分⽀。然⽽ 从属于不
同的不可约分⽀，且 选择⽆限，⽭盾。

 

7. 给定环 ，其上多项式环 。对理想 ，有集合 。

7.1 对于环同态 ， 。

7.2 素，则 素。

7.3 是 准素，那么 是 准素。

7.4 对于极⼩准素分解 ， 也是极⼩准素分解。

7.5 极⼩，则 极⼩。

证：

7.1 注意到 ，则命题显然。

7.2 即2.E7.



7.3 ⾸先说明准素： ，则对于任何 中的零因⼦，设为 ，那
么由1.E2.3，存在 使得 ， 的每个系数都是零因⼦。⽽在 中零因⼦
都是幂零元，再次运⽤1.E.2.2，即有 幂零。

接下来说明 准素。

7.4 只需说明极⼩性。根理想互不相同是显然的；包含性是显然的。

7.5 ⾃然是极⼩准素分解，那么 也是。于是 从属于 ，⾃然是极⼩
素理想。

 

8. 给定域 ，其上多项式环 。证明理想 是素的，并且它的任
意次幂是准素的。

证：

当然是整环。

考虑 ，那么 只含有 ，没有常数项，并且每项次数⾄少为 。于是利⽤
整除理论，如果 ，当然只能有 。

 

9.1 对于环 ， 指满⾜以下条件的素理想构成的集合： ，使得 是所有包含
的素理想中极⼩的。证明： 是零因⼦ 对某个 成⽴。

9.2 如果 是 的乘性⼦集，将 视作 的⼦集(3.E21)，那么

9.3 如果零理想可分解，证明 是全体从属于它的素理想集合。

证：



9.1 如果 是零因⼦，那么 ，于是⾃然属于某个包含 中极⼩的素理
想。

反过来如果 属于某个包含 的极⼩素理想，不妨设 ，其中后者是包含
的素理想中的极⼩元。那么由2.E9， 在 中是零因⼦。即 ， ，从⽽

即证。

9.2 ⾸先 ，并且

.

⽽ 的每个素理想都是扩张理想（3.11），因此可记为 。那么
是包含 的极

⼩素理想。那么 也是包含 的极⼩素理想，从⽽说明了
.

9.3 由4.5,4.7，零理想的从属素理想是全体 中出现的素理想，于是
。

反过来对于 ，设 使得 是包含 的极⼩素理想，即 是由零因⼦组成的
素理想。

由4.5的证明 ，那么 ，由1.11必定有 对某个 成⽴。但与
此同时 也包含着 ，于是由 的极⼩性，只能有 成⽴，从⽽证明了结论。

 

10. 对于任何环 的素理想 ，记 是同态 的核。证明：

10.1 

10.2 极⼩。

10.3 如果 ，那么

10.4 ，其中 的定义见4.E9.

证：



10.1 显见这⾥ 和正⽂（定理4.9）前的 的定义是⼀致的。

如果 ，且 。即 ，⽭盾。

10.2 

⽅向是显然的。

对于 ，假定 。则 。

若存在素理想 ，必定存在 ，但 。由于存在 ，且
，那么只能有 。但是由素理想性质以及 ⽴刻得到⽭盾。

10.3

注意： ，于是命题显
然。

10.4

若 ，选出 的⼀个极⼩素理想 ，那么在 中 如果为0就要求 ，
。即 ，这是不可能做到的。于是 ，得证。

 

11.1 是极⼩素理想，那么 是最⼩的 准素理想。

11.2 记 ，则

11.3 如果在环 中零理想可分解，那么 的所有从属素理想都是孤⽴的。

证：

11.1 ⾸先有 （4.E10.2），其次如果  ，存在 ，
再设 ，即 ，于是 在局部环 中是零因⼦。然⽽ 是极⼩的，于是在
中不再存在除了极⼤理想 以外的理想。然⽽零因⼦⾮单位，于是⼀定能够包含在极⼤理
想内，进⽽ ，即 ，从⽽说明了准素。



对于任何⼀个 准素理想 ，由于 ，必定有 。对于任意给定的 ，
那么 . 若 ，由于 ，只能有 ，⽭盾。

于是以上内容说明了结论。

11.2 包含在所有极⼩素理想内，进⽽包含在所有素理想内，于是结论⾃明。

11.3 如果 ，它的从属素理想族是极⼩素理想族的⼦族，⾃然孤⽴。

反过来假定准素分解中 的从属素理想都是孤⽴的：4.E10.4表明 是准素
分解。

如果 ，那么将其约化掉得到了更⼩的准素分解，从⽽ 从属素理想族
是 的真⼦族，⽭盾！于是 是约化准素分解。同时从属素理想均孤
⽴表明 正是极⼩素理想族，于是⾃然有

 

12. 设 是环， 是乘性⼦集， 记号意义同前。称 为  w.r.t. 的饱和化，证明：

12.1 

12.2 

12.3 

12.4 

12.5 如果 存在准素分解，那么理想族 （ 取遍全体乘性⼦集）是有限的。

证：

12.1 由1.18，

12.2 由1.18显然。

12.3 

12.4 只需回忆3.E3.



12.5 由定理4.9，结论显然。（⾄多 个）

 

13. 在环 中记素理想 的 次形式幂 为 ，证明：

13.1 是 准素的。

13.2 如果 存在准素分解，那么 是它的 准素分⽀。

13.3 如果 存在准素分解，那么 是它的 准素分⽀。

13.4 准素。

证：

13.1 ⾸先 （注意 是唯⼀的极⼤理
想）

那么 .

由4.2， 是 准素的，从⽽由4.8知准素性。

13.2 

 

14. 设 是环 的可分解理想， 是 中的极⼤者（其中 ）证明 是从属于 的
素理想。

证：如果 是素的，那么 ，⾃然得到结论。

设 , , i.e. 。如果 ，那么考虑 。⾸先
，其次注意到 ，⽽后 ，但是 ，于

是 ，与极⼤性⽭盾！从⽽证明了结论。

 



15. 设 在环 中可分解， 是 的孤⽴的素理想族。 是这族中素理想对应的准素理想的
交。 满⾜对于每个从属于 的素理想 ，均有 。
，证明 对于充分⼤的 成⽴。                                                                                            
证：

由4.9， 成⽴。

由于

对于充分⼤的 ，若 ，那么 ，于是当然可假定对于 ，
，即 .

若 ，那么 ，于是只能有 ，故 对 均成
⽴。

 

16. 的每个理想都存在准素分解，那么对于任何⼀个分式环 也满⾜每个理想存在准
素分解。

证：由于 中的每个理想都是 中理想的扩张，那么由4.9结论显然。

 

环中任⼀理想存在准素分解的条件  

17. 对于满⾜以下条件的环 ：

L1. 对每个⾮ 的理想 和每个素理想 ，存在 满⾜ ，其中
。

那么 中每个理想都是若⼲（可能⽆穷）准素理想的交。

证：

假定 是⾮ 理想， 是包含 的极⼩素理想。由4.E11， 是 准素理想，且由
条件 对某个 成⽴。



显然 。反过来，若 满⾜ ，于是 。
然⽽ ，即 ，但是 ，于是只能有 。因此

，从⽽ ，故反包含得证。

故：

 

现在令 是集合 中极⼤元（存在性可以直接应⽤Zorn引理）。选
取 使得 ， 。

反复重复上述构造，构造到第 次时我们有 ， 准素，并且
是满⾜ ， ， 中极⼤的 。

如果 对某步成⽴，构造终⽌。

否则注意到 由超穷归纳法结论成⽴。

 

Remark. 超穷归纳法

对于⼀个关于序数的命题 （其中序数是指典范选取出的良序集）

如果 成⽴；对于任何 （其中 是⼀个恒定的序数）如果假定  成⽴能
够推出 成⽴：

那么 对所有 成⽴。

更⼀般地，如果条件中去掉 中的 ，那么能够说明 对任何序数成⽴。

 

 

18. 给定以下关于环 的性质：

L2. 任给⼀理想 和乘性⼦集的降链 ，那么对应的理想降链
稳定。



那么 的每个理想都有准素分解 满⾜ 两个条件

证：

 

L1：由4.9， ，容易验证这些 构成了⼀个孤⽴族 。由4.E15，取
，这当然是可以取到的。可以验证它满⾜4.E15中 的条件，那

么 。

L2：给定 的准素分解 ，由4.9 ，于是收缩 ，最终得到
的 也会稳定。

保持4.E17的记号：

如果 ，归纳地说明 与 有交：

时情况显然，因为 ，则 与 有交。

假定 情况已证， 与 有交；由于 ，那么 与 有交。

于是 同时与 和 有交，同时 ，且当然

那么

 

于是 ，进⼀步地
（最后⼀个等号是因为4.9）

由 ， ⼀定稳定。于是 ⼀定稳定，那么实际上超过 的构造过程均得到
了 ，并且 严格升于是只有 ，从⽽完成了证明。

 



19. 回想4.E11的证明过程：每个 准素理想都包含 。

如果环 满⾜对于每个素理想 ，全体准素理想的交为 。那么对于⼀族互异的素理想
，且它们均不是极⼩素理想，那么存在⼀个理想 使得其从属的素理想正是 。

证：

对 归纳， 的情况显然。

假定 的情况成⽴。对于 ，设理想族 中 是极⼤的。对
使⽤归纳假设，存在⼀个理想 具有极⼩准素分解 ，满⾜ 。

 

如果 ，设 是包含在 内的极⼩素理想，于是 。

两侧取根，则

由包容引理 对某个 成⽴，由极⼩性只能有 。这和不存在 极⼩⽭盾。

 

因此 ，于是存在⼀个 准素理想 满⾜ 。那么考虑
。只需验证这个准素分解是否极⼩： 当然互异，并且 ，并且

( )

于是这样的 满⾜要求。

 

模的准素分解  

20. 对于给定的 模 ，⼦模 。 在 中的根定义为

证明： ，从⽽说明这是⼀个理想，并说明它满⾜
1.13中类似性质。



证：

前三个等式成⽴由定义直接验证即可，性质验证同1.13. 详见下图：

 

21. 每个 都诱导出了⼀个环的⾃同态 。称 是零因⼦如果 不是单射；
称 是幂零元如果 这个同态是幂零的。称 的⼦模 是准素的如果 中每个零因⼦都
是幂零的。

证明如果 是准素的⼦模，那么 是准素的，于是 是⼀个素理想 。称 在
中是 准素的。

进⼀步地，验证它具有4.3,4.4中类似结论。



，则在 中 是零映射。如果 ，那么 不是零映射。于是只能有
有⾮零的核，从⽽是零因⼦，于是幂零，即 。因此

是准素理想，接下来的推论是⾃然的。

 

4.3,4.4 验证：

 

22.（准素分解）如果⼦模 能够表⽰成若⼲准素⼦模的交 ，称之为准
素分解。如果它满⾜ 互异且  则称之为极⼩准素分解；证明第⼀唯⼀
性定理（4.5）并且说明从属素理想是 中从属于0的素理想。



 

23. 4.6~4.11的结论在模的情况下仍然成⽴。







 

5. 整性相关和赋值  

5.0 引⾔  

在代数⼏何中经常将曲线视作若⼲直线的覆盖，这和环中元素关于某个⼦环的整性⾮常相
似，相关的应⽤将在习题中详细介绍。

 

5.1 整性相关  

给定环 ，⼦环 。称 是 中整的如果它是某个⾸⼀ 上多项式的根。

5.1（整元的刻画）TFAE：

1. 在 中整

2. 是有限⽣成 模

3. 被某个 的⼦环 包含，并且 是有限⽣成 模。

4. 存在⼀个忠实 模 ，使得 作为 模是有限⽣成的。

Remark. 

证：

 显然，设 ，那么 做为 模被 ⽣成。

 显然，取

 取  

 在2.4中取 为 ，由于 是 模，⾃然有 。于是有
，⽽忠实保证了  



 

5.2 若 ，且均在 中整，那么 是有限⽣成 模。

证：只需回忆2.16，有限⽣成的结合还是有限⽣成。

 

5.3 中全体 中整的元素是⼀个包含 的⼦环。

证： 由5.2是有限⽣成 模，由5.1条件3知它们都在 上整。

 

Remark.（代数的整性）对于环同态 ， 是 代数。称 整， 是整的 代数，
如果 中元素在⼦环 中整。

Remark. （整性闭包，整闭环）设 中全体 中整的元素构成的环是 ，即 。
称 为 在 中的整性闭包；若 ，称 在 中整闭；若 ，称环 在 上整。

Remark. 有限型+整=有限：设 ，则 是有限⽣成 代数且 在 上整
是有限⽣成 模。

证： . 若 是有限⽣成 代数，则 。由于 在 上整，由
5.2⽴刻有 是有限⽣成 模，于是是有限⽣成 模。

 . 若 是有限⽣成 模，那它⾃然是有限⽣成代数。那么
，于是任何 都有

为有限⽣成 模，于是证明了整性。

 

5.4 （整性相关的传递性） ，如果 的元素在 中整， 的元素在 中整，那么
的元素在 中整。

证：设 满⾜ ，且 是有限⽣成 模；
又由于 在 中整，于是 有限⽣成。由2.16， 是有限⽣成的 模，于是 在 中
整。



 

5.5  ， 是 在 中的整性闭包，则 在 中整闭。

证： 在 中整，于是由5.4， 在 中整，于是 。

 

5.6 （整性在商和分式化下保持）

，环 在环 上整

1. 是 的理想； ，那么 在 上整。

2. 是 的乘性⼦集，那么 在 上整。

证：

直接验证即可。

 

5.2 Cohen-Seidenberg 定理  

接下来将要研究素理想的升降链在整扩张中的表现，主要结果被称为Cohen-Seidenberg的
上升定理和下降定理。

5.2.1 上升定理  

5.7 是整环， 在 上整。那么 是域 是域。

证：

 对  是极⼩⾸⼀多项式。

由于整环， 则极⼩多项式中



于是 ，即

 对 , 设 使得 。于是 在 上整：
，两侧乘上 有 , 于是

。

 

5.8 ，环 在环 上整； 是 的素理想， 是拉回。则 极⼤
极⼤。

证：5.6和5.7的直接推论。

 

5.9 ，环 在环 上整； 是 的素理想， 且 ，则

证：记 ，由5.6 在 上整，设 是 在 中的扩张； 是 在
中的扩张。

注意到 在 中是极⼤的；并且考虑嵌⼊ ： 在这个嵌⼊下的局限
均为 。由5.6， 都是极⼤的，但另⼀⽅⾯ 于是只能有 . 拉回⾄ 中即有

.

5.10 ，环 在环 上整； 是 的素理想。存在 的素理想 使得

同样在交换图 中考虑 的极⼤理想。



由5.8，它拉回⾄ 是极⼤的。于是拉回⾄ 为 。因此取 为 中的极⼤理想拉
回⾄ 内的理想即可。

 

5.11（上升定理） ，环 在环 上整。环 中 是素理想上升链，环 中也
有⼀个素理想上升链 ，并且 。

那么 中的素理想链可以扩充为 ，使得 。

证：由归纳只需证明 的情况。

取 ，那么依然有 。由5.6 在 上整，由5.10存在 是
的素理想，并且 ，那么 。从⽽完成证明。

 

5.2.2 整闭环, 下降定理  

⾸先指出不仅仅是整性(5.6)，整性闭包也在分式化下保持。

5.12 ， 是 在 中的整性闭包。 是 的乘性⼦集，则 是 在 中的
整性闭包。

证：⾸先 在 上整是显然的。如果 在 上整，即：

两侧同时乘以 ，于是 在环 上整，从⽽属于 ，于是

 

Def. （整闭环）称⼀个整环是整闭的，如果它在其分式域中是整闭的。

Prop. UFD都是是整闭环，于是特别地 和 是整的。



证：若 整， 没有共同因⼦。则 ，于是 ，故 是
单位，于是 在环中。

 

5.13（整闭性是局部性质）给定整环 ，以下三者等价：

1. 整闭；2. 对每个素理想 整闭；3. 对每个极⼤理想 整闭。

证：

设 是 的分式域， 是 在 中的整性闭包，则 整闭当且仅当嵌⼊映射 是满
的。

同样由5.12， 是整闭的 是满射。由于局部化操作是正合的⼆者等价性⽴刻
得证。

 

Def. （理想上的整元） 称为 中的理想 上的整元素，如果它是某个⾸⼀ 系数的多
项式的根。同样也可以定义理想上的整性闭包。

5.14（理想上整性闭包的刻画） 是 在 中的整性闭包， 记为 在 中的扩张。那么 在
中的整性闭包是 的根理想。

证：

设 在 上整，即 ， 。于是 也在 上整，即 ，故
，进⽽

反过来，如果 ， ， 其中 。于是
有限⽣成，进⽽在2.4中取 为乘以 有 ，于是 在 上整。

 

5.15 是整环， 整闭且 在 的某个理想 上整。那么 是 的分式域 上的代
数元，并设极⼩多项式为 ，则系数

证：



是 上代数元是显然的。

考虑极⼩多项式的分裂域 。那么极⼩多项式在 中的根 均在理想 上整，于是均
在 ˙中，于是由5.14均在 中，于是系数由Vieta定理都在 中、

 

5.16（下降定理） 是整环， 整闭， 在 上整。环 中 是素理想下降
链，环 中也有⼀个素理想下降链 ，并且 。

 那么 中的素理想链可以扩充为 ，使得 。

证：

同样我们可以只考虑 的情况。

只需说明 是某个 到 的拉回：其中映射定义为 ，即需要满⾜
。

每个 的元素 具有形式 ， 。由5.14， 是 上的整元，于是
其在 的分式域 上有极⼩多项式 ，其中 。

现在设 ， ，其中 ，于是 在 中的极⼩多项式是前述多项
式除以 ，设为 ， 。

即 。

另⼀⽅⾯ 在 上整，于是由5.15（取 ）知 。如果 ，那么由 知
，于是 。从⽽ ，⽭盾。

于是 ，即 .

 

5.17 设 是整闭环， 是分式域， 是 的有限可分扩张， 是 在 中的整性闭包。那么
存在 的⼀组( )基 使得 。

证：对于 中元素 ， 是 上代数元且满⾜



两侧乘以 ，于是 ⾃然在 上整，于是 。因此对于任何⼀组基乘上对应的
中元素得到 ，同时也是⼀组基。

 

由于 是可分扩张，于是 是⾮退化的双线性型，于是有⼀组对偶基
, 满⾜

对于 ， 。⽽ 说明 ，于是由5.15 。

然⽽ ，即 。故 。

 

5.3 赋值环  

Def.（赋值环） 是整环， 是它的分式域。称 是 的赋值环如果对于每个⾮零的
， ⾄少有⼀个在 中。 

5.18 对于赋值环 ，以下性质成⽴：

1. 是局部环。

2. 如果 ，则 也是 的赋值环。

3. 是整闭的。

证：

5.18.1

取 为全体 中的⾮零元构成的集合，于是 。

对于 ，若 ，那么 ，⽭盾。

对于 ，⽆妨 。



那么 ⾄少有⼀个成⽴。若前者成⽴，
，另外⼀种情况同理说明成⽴。

5.18.2

显然。

5.18.3

若 在环 上整， 。如果 则已证，否则 ，
。

 

指定域中赋值环的构造  

设 是域， 是代数闭域。设 是 构成的组，其中 是 的⼦环， 是 到 的同态。
定义偏序 ，于是应⽤Zorn引理⽴刻有 有
极⼤元。

设 是极⼤元，接下来的⽬标是证明 是 的赋值环。

Step 1.

5.19 是局部环且 是其极⼤理想。

证：由于 是域 的⼦环，⾃然是整环。从⽽ 是素理想。将同态 扩
展为同态 ：注意 永远不是0.

由极⼤性有 ，于是得证。

Step2.

5.20 设 是 的⾮零元， 是 的⼦环，由 在 上⽣成。记 为 在同态
下的扩张，那么 和 ⾄少有⼀成⽴。

证：若否，



由条件， 满⾜：

假定在上述两式中 次数尽量⼩，并且 。那么

由于 ，由5.19， 是单位。于是

于是 ，那么将 代⼊
，得到次数更低者，⽭盾。

Step 3.

5.21 对这个极⼤元素 ， 是域 的赋值环。

证：

对于任意 ，由5.20可以假设 ，于是它必然被 的某个极⼤理
想 包含。拉回⾄ 有 ，于是嵌⼊ 诱导了域嵌⼊
。记这两个域分别为 ，于是 ，其中 指 在 中的像。于是扩域 是有限
代数扩张。

同态 诱导出了嵌⼊ ，由于 是代数闭域， 可以扩展为 。再复合上⾃
然同态 ，我们得到了 。于是由极⼤性有 ， 。

Corollary. 5.22

设 是域 的⼦环， 在 中的整性闭包 是全体包含 赋值环的交。

证：

由于赋值环是整闭的，于是整性闭包当然被赋值环的交包含。

反过来如果 ，那么 ，即在 中 不是单位，于是被极⼤理想 包
含。设 是 的代数闭包，那么将同态 限制在 上得到了同态 。
由5.21，存在某个包含 的赋值环 ，其中后者是映射 的延拓。由于 在这个
映射下变为0，那么 。从⽽不属于赋值环的交。



 

Zariski引理  

5.23 设 是整环， 在 上有限⽣成。设 是 中的⾮零元素，那么存在
，满⾜以下性质：

每个 到⼀个代数闭域 上满⾜ 的同态 都可以被延拓为 到 的同态 ，且

证：

由归纳，只需考虑 由⼀个元素 在 上⽣成的情况。

A. 在 的分式域上是超越元，设 ，取

对于 ，存在 ，使得 （否则注意到使
得⽅程为0的根只有有限个，⽽代数闭域不是有限域），那么定义 ：

，满⾜要求。

B. 在 的分式域上是代数元。同时 也是 的分式域上的代数元（因为 可表⽰为 在
上的多项式值），故有如下⽅程式：

，取 ，对于任何
：

⾸先延拓⾄ ，于是由5.21存在⼀个包含 的赋值
环 ，以及⼀个延拓的同态 。

由于 在 上整，于是 （5.22），于是 。特殊地

另⼀⽅⾯ 在 上整（观察上⽂中第⼆个⽅程式），于是又⼀次的有 ，即
在 中是单位，于是 。现在将 从 即可。限制到

 

5.24（Zariski Lemma） 设 是域， 是有限⽣成 代数。如果 是域那么它是 的有限代数
扩张。



证：在5.23中取 ， ， ，可以验证此时同态 都是嵌⼊。于是
，又由有限⽣成⾃然说明结论。

注意：5.24(Zariski Lemma)能够推出Weak Hilbert Nullstellenstaz.

5.25（Hilbert Nullstellenstaz Weak Form） 是 的极⼤理想， 代数闭，
则

证：记 ，其中 代数闭， 为 的极⼤理想。

域 是 的扩张：注意复合映射 不是零映射，于是只能是嵌⼊。那么⾃
然是有限⽣成 代数。

于是 是 的有限代数扩张，但 ，只有 。

5.25 Cor. 更进⼀步地极⼤理想⼀定形如 。

证：⾸先注意到上述形式是极⼤理想，因为它是映射
的核：对 归纳。然后对 做带余除法即

可。

反过来对于任何⼀个极⼤理想 ，有 ，设 的像分别为
，于是 ，⽽后者已然是极⼤理想，于是

只有

5.4(E)  

1. 设 是整的环同态，i.e. 在 上整。证明 是闭
映射。

证：

可以分解为 ，其中前⼀个箭头诱导的的是到 同胚，必然是闭映
射。

于是只需研究第⼆个箭头，因此不妨 ，且 在 上整。此时每个 中的素理想 都具
有形式 ，同时每个 中素理想 都诱导出 中素理想 ，于是⾃然有 在 下
的像为



即 的像也形如 ，⾃然说明了闭映射。

 

2. 是 的⼦环， 在 上整， 是 到某个代数闭域 的环同态，证明 可以被延
拓为 的环同态。

证：

可以分解为 ，其中 ⾃然是素理想。

那么存在 中素理想 使得 ，由5.6.1， 在 上整。

因此只需说明 且 均为整环时，单环同态 可以被延拓为环同态
。

如同在5.3中做的那样，考虑这样的元素对 ，其中 ， 并且
。利⽤Zorn引理知极⼤元素存在，设为 。

若 ，设 . 在 上整，⾃然在 上整。设 满⾜

注意 在 中必定有⼀根，取为 。那么 满⾜条件。于
是与极⼤性⽭盾，进⽽只有 。

 

3. 是 代数同态， 是 代数。如果 是整同态，那么
是整同态。

证：

由于整元素构成环，只需验证⽣成元 是整的。

设 满⾜ ，于是

从⽽得证。

 



4. 设 是 的⼦环，并且 在 上整。设 是 的极⼤理想， 也是 的极⼤理想。
（Recall 5.10），那么 ⼀定在 上整吗？

不⼀定。取 的⼦环 （其中 为域），
。

如果 在 上整，考虑元素 。

那么有如下成⽴：

其中 ，那么两侧同乘 后令 即得到⽭盾。

 

5. 环 , 在 上整。

5.1 如果 在 中是单位，那么 在 中是单位。

5.2 

证：

5.1 这和定理5.7中的 ⽅向证明完全相同。

5.2 即证

考虑5.8，以及 ，命题显然。

 

6. 设 是整的 代数，那么 是整的 代数。

证：由归纳只需证明 的情况。

对于 。设 是两个⾸⼀多项式，且它们分别将 零化。那
么考虑 ， 仍然是 中的⾸⼀多项式，于
是这就说明了 是在 上整的，进⽽ 是整的 代数。

 



7. 设 是 的⼦环， 在乘法下封闭。证明 在 中是整闭的。

证：

若否，设 且 在 上整。

即 ，于是 。于是只有
。

同样地有 ，反复进⾏此操作得到 ，⽭盾。

故 整闭。

 

整性闭包在多项式环上保持  

8.

8.1 设 是整环 的⼦环， 是 在 中的整性闭包。⾸⼀多项式 满⾜
。则

8.2 将整环的条件去掉后证明此命题。

证：

8.1 考虑包含 （或准确地说 ）且 在其上分裂的域。设此时
，于是 均为 的根，于是在 上整。从⽽ 的系数

均在 上整，进⽽均属于 ，即

8.2 

此时仍然只需证明使多项式分裂的环的存在性：

对于 ，考虑扩环 ，那么在其中 ，考虑 继续扩环
即可。

 



9. 设 是 的⼦环， 是 在 中的整性闭包。证明 是 在 中的整性闭包。

证：

若 在 上整。即 对某些 成⽴。

对 ，取 ，即有 ，其中
.

那么对 应⽤8，当然有它们的乘积( )属于 ，进
⽽属于 ，于是 属于 。⽽ 当然属于 ，于是 。

反过来由于 在 上整， 在 上整，于是 在 上整。

 

环同态的上升性质和下降性质  

10. 称环同态 具有上升（下降）性质如果对于扩环 上升（下降）定理
成⽴。

取拉回映射

10.1 对于以下三个条件

1a. 是闭映射；1b. 具有上升性质；1c. 对于任何 中素理想 ， ，那么映射
是满的。

证明： ，

10.2 对于以下三个条件

2a. 是开映射；2b. 具有下降性质；2c. 对于任何 中素理想 ， ，那么
是满的。

证：

10.1  



是显然的。因为这相当于要求对每个包含 的素理想 ，都能够找到⼀个包含
的素理想，并且满⾜其在拉回映射的像下为 ，⽽这正是

. 考虑 的像，由于 闭映射，其像集⼀定具有 的形式。⾸先显然有
，但另⼀⽅⾯由于 是 的像， 。于是只能有 ，即

，从⽽证明了1c成⽴。

10.2

成⽴原因同前。

.

注意：这⾥完全不和1中情况对偶。

⾸先由于Zariski的拓扑中开集具有下降性质，即 . （考虑补集
即可）

由于 是全体 环的正向极限， 。于是由3.E26
。其中 是包含 的开集，于是 是包

含 的开集。对于每个 ，都有 ，从⽽

 

11. 设 是平坦环同态，那么 有下降性质。

（Recall. 平坦环同态即 作为 模是平坦的）

证：由3.E18和5.E10显然。

 

12. 设 是环 的⾃同构群的有限⼦群。记 为 中全体 不变元素构成的⼦环（可以迅
速地验证它的确是⼦环），那么 在 上整。

设 是 的乘性⼦集，且满⾜ ，并记 。证明 在 上的作
⽤可以延拓到 上，并且

证：



12.1 在 上整：对于任何 ，注意到 是多项式 的解，并
且由于系数为初等对称多项式，⾃然是 不变的。

12.2 对于 ，取 即可。

良定义性：若 ，则 ，从⽽

诱导了 的环同态也是显然的。

12.3 

取映射

这个定义是良好的因为 ，于是 。

映射 是单同态：因为如果 ，那么在 中 ，即 。注
意此时 ，那么

于是 ，并且 ，另⼀⽅⾯ ，于是
，从⽽ 。故在 中

映射 是满同态：对于任何 . 由于 ，我们断⾔
在 中

断⾔成⽴，因为假设对每个 ，那么

于是 。

因此 是同构。

 

13. 记号沿⽤5.E12，设 是 中的素理想， 是 中素理想构成的集合满⾜其元素的局限
是 ，证明 在集合 上的作⽤是传递的，于是作为推论得到 有限。

证：



对于 ，设 。于是 ，从⽽存在⼀个 使得
。由于对每个 均为如此，于是 ).

注意 是⾃同构于是 是 的素理想。由包容引理(1.11)，知 对某个 成
⽴。那么由5.9，注意 在 上整，即有 。从⽽证明了结论。

 

14. 设 是整闭环， 是其分式域， 是其有限正规可分扩张。记 ， 是
在 中的整性闭包。证明 并且 。

证：

14.1 

对于 ，设它满⾜ ，于是
，即 ，从

⽽ 也在 上整，故 。

同样上述叙述对 依然成⽴，那么对于 有 ，于是
。

14.2 

。倒数第⼆个等号是Galois扩张性质，最后⼀个等号是因为
在 中整闭，如果存在 ，并属于 ，这就说明 在 上整，于是只有 ，
⽭盾。从⽽只有 。

 

15. 是整闭环， 是其分式域， 是 的有限扩张， 是 在 中的整性闭包。对于 中素
理想 ，全体满⾜局限为 的 中素理想 个数有限。

证：

域论相关：https://wuli.wiki/changed/PInsEx.html

每个有限扩张都可以分解为⼀次可分扩张再作⼀次纯不可分扩张。当然此时两个扩张都是有
限的，于是只需证明 是 的可分扩张和 是 的纯不可分扩张的情况即可。

https://wuli.wiki/changed/PInsEx.html


a. 是有限可分扩张，于是是单扩张，那么添加其分裂域就有 能够被嵌⼊到某个 中，
且 是有限正规可分扩张。于是由5.E14 ，那么在5.E13中收缩到 中某
个素理想 的 中素理想个数有限。

b. 是纯不可分扩张。注意零特征域的有限扩张⼀定是可分的，于是只需考虑有限域。
设 ，如果 是 的素理想满⾜ ，

对于⼀个素理想 满⾜ ，若 ，则有 ；反过来若 ，于是
。

另⼀⽅⾯ 的确是⼀个理想（验证即可）从⽽说明满⾜ 存在
且唯⼀。于是这就证明了结论。

 

Noether正规化定理，零点定理  

https://www.cnblogs.com/XiongRuiMath/p/10289644.html

16. (Noether正规化定理) 设 是域， 是有限⽣成 代数，则存在 ，
满⾜它们在 上代数⽆关，并且 在 上整。

即任何⼀个有限⽣成 代数可以分解为 .纯超越 整

证：

设 由 作为 代数⽣成。

对 归纳，

若 命题显然。若否，由归纳法只需说明存在⼦环 ，满⾜ 作为 代数由
个元素⽣成，并且 在 上有限（作为模有限⽣成）。

这是因为如果 满⾜要求，设对应的 ， 当然在 上纯超越。又
，于是 在 上整。由整性传递性 在 上整，从⽽得证。整 有限

 

https://www.cnblogs.com/XiongRuiMath/p/10289644.html


由于 如果代数⽆关，命题已经⾃然成⽴（取 ）。故可以假设存在
，使得

⾸先待定 ，记 ，于是

于是左侧由如下形式的项构成： ，其中系数 。那么在这之中
的最⾼次项形如

可以取 使得对于对于每⼀项的 ，都有 ，那么每个 的最⾼次项次数各不相同。于
是通过将全局最⾼次的 项前系数归⼀，有 在 上整；同样 由 的
定义⾃然在 上整。从⽽ 即为满⾜要求的⼦环 。

 

16Remark. 这个定理的⼏何解释是： 是代数闭域， 是 中的仿射簇，坐标环 。
那么存在⼀个 的 线性⼦空间 ，以及线性映射 ，满⾜这个映射限制到
上仍然是满射。

见本节⾸的链接。

17a.(Schein零点定理) 给定环 ，理想 ，则

证：（这⾥写⼀个迅速的局部化证法：3.11Rmk. 
， 的极⼤理想在 中的原像为不含

的素理想）

17b.(Zariski零点定理 - Zariski引理) 设 是域， 是有限⽣成 代数。如果 是域那么它是
的有限代数扩张。

证：由Noether正规化， 可以分解为 ，其中 在 上整，并且由代数⽆关
性有 同构于 上多项式环。由5.7， 是域，则 是域，从⽽多项式环必然退化成 本⾝。
那么 在 上整，又是有限⽣成代数，于是是有限代数扩张。

17c.(Weak Nullstellenstaz) 对于代数闭域 ， ，其中 是
的极⼤理想。更进⼀步， 必定有形式

证：同5.25.



17d. (Hilbert Nullstellenstaz) 对于域 ，有限⽣成 代数 ， 是 的理想，则

证：同样⽆妨 ， . 于是 存在极⼤理想，设为 。其在 中的
原像是素理想，设为 。

于是有域 出发的环同态（⾃然是单的） ；并有 。于是
是单同态。设 由 作为 代数有限⽣成，那么 由 作
为 代数有限⽣成。于是由Zariski引理， 是 的有限代数扩张。

于是 在 上整，当然在 上整，于是由5.7 是域。故 是极⼤理想，从⽽ ，
命题得证。

17e. (Strong Nullstellenstaz) 对于代数闭域 ，理想 ，则

证：

对于 ，  
(See 5.25 Cor.)

另⼀⽅⾯

 (See 5.25 Cor.)

于是

最后⼀式注意 当然是有限⽣成 代数。

 



 

20. 设 是整环 的⼦环，并且 在 上作为 代数有限⽣成。证明存在 ，
在 上代数⽆关，并且满⾜ 在 上整，其中 。

证：

取 ， ， 是有限⽣成 代数。由Noether正规化定理，存在
，在 上代数⽆关，并且 在 上

整。

设 作为 代数⽣成 ，那么 在 上整。。

将 对应的零化多项式写出，即

取充分⼤的 使得 （乘以最⼩公倍数）那么 对每个 成⽴，于
是 在 上整。另⼀⽅⾯ ，于是由5.3得证。

 

 

21. 设 是整环 的⼦环，并且 在 上作为 代数有限⽣成。证明存在 ，满
⾜如果 是代数闭域， 是⼀个同态满⾜ ，那么 可以被延拓为 。

证：

沿⽤5.E20的记号：⾸先 可以延拓⾄ ，例如将 映⾄0。由 可以延拓⾄ .

由5.E2，可以延拓⾄ ，于是⾃然延拓⾄了 。

 

22. 设 是整环 的⼦环，并且 在 上作为 代数有限⽣成。如果 ，那么

证：



取 的⼀个⾮零元素 ，需要证明存在⼀个不包含 的极⼤理想。对 和⼦环 应⽤5.E21
（整环的局部化仍然是整环），得到了满⾜要求的 。

设 是 的极⼤理想， ，令 。那么典范同态复合上嵌⼊ 可以被
延拓为 。当然有 ，否则 不存在。

另⼀⽅⾯

？

 

Jacobson环  

23. 设 是环，证明下列等价，称满⾜这个条件的环为Jacobson环：

a. 每个素理想都是若⼲极⼤理想的交。

b. 每个 的同态像的Jacobson根和幂零根都相同

c. 每个 的⾮极⼤的素理想都等于严格包含它的素理想的交。

证：

 对于某个素理想 ，考虑 ，即证。

 显然

 ⾸先环的同态像总是同构于某个 的商环，过渡到商环，于是可以假设 是整环
但Jacobson根⾮零。设 ，于是 。故 中存在极⼤理想，设其拉回是
。那么 （否则含1），于是 不是极⼤的。

另⼀⽅⾯，由于 是 中极⼤理想的拉回，那么严格包含 的素理想⼀定和
有交，于是⼀定包含 ，从⽽与c条件⽭盾。

 



24. 设 是Jacobson环， 是 代数，证明如果以下⼆者⾄少成⽴其⼀： 在 上整； 作
为 代数有限⽣成，那么 是Jacobson环。

特别地，每个有限⽣成环，和域的有限⽣成代数是Jacobson环。

证：

 

25. 设 是环，证明以下两者等价：

1. 是Jacobson环；2. 每个有限⽣成 代数 如果是域，那么作为 模有限⽣成。

证：

 

设代数 ， 的同态像为 （故 是整环），并且 仍然是Jacobson环。因
此可设 ，且 整。

由5.E21，存在 满⾜要求，且 。现在考虑 的Jacobson根：
，于是 ，故存在极⼤理想 . 于是考虑同态
，那么它可延拓为 。由于 是域，于是 是单同态，故 在

上整。即 在 上整，回忆5.3后Remark（有限型+整=有限）有 是有限⽣成 模。

利⽤23.3判别：

考虑 的⾮极⼤的素理想 ， 。设 是 的⾮零元素。那么 是有限⽣成 代数。
如果 是域，那么它是有限⽣成 模，从⽽在 上整。由5.7 是域，和 ⾮极⼤⽭盾，故
不是域，从⽽含有⼀个⾮零素理想，将其拉回⾄ ，设为 ，那么 .

从⽽ 中的全体⾮零素理想的交是 。

因⽽ 是全体严格包含其的素理想的交。

 



26. 对于拓扑空间 ，称它的⼦集是局部闭的如果它是⼀个开集和闭集的交，或者等价地：
它在它的闭包内是开的。

证明对于 ，以下三者等价

1. 每个⾮空局部闭集与 有交；2. 对每个闭集 , ；3. 中开集到 中开集
（⼦空间拓扑）的映射： 是双射。

称满⾜要求的集合 是相当稠密集。

证：

  

⾸先显然有 ，另⼀⽅⾯对于任何 ，开邻域 。那么 是⾮空局
部闭集，进⽽和 有交，进⽽ 和 有交，于是说明 ，故

⼦空间拓扑的定义保证了这个映射是满的。接下来说明它是单的：如果
，进⽽ ，故 。

考虑⾮空局部闭集 。

由于 ，由双射条件知 。⽽ ，如果 ，于
是 。那么 ，从⽽只有

，即 。这和 ⽭盾。

接下来的命题将会指出Jacobson环的素谱具有的拓扑性质：

对于⼀个环 ，以下三者等价：

1. 是Jacobson环；2. 的极⼤理想点构成的集合是相当稠密集；3. 的每个单点
局部闭集都是闭的。（这是23的⼏何解释）

证：



 

记极⼤理想点集为 .  对于任何理想 ，考虑 ，它的闭包也是
。设包含 的极⼤理想的交都是 ，如果

那么 ，但 ，这与闭包的定义⽭盾，于是只能
，即等价于 的每个同态像中Jacobson根和幂零根相同。由5.E23.2即证。

 

设 ，那么记 ， ，于是 ，故
，那么 ，⽭盾！

若对于某个⾮极⼤理想 ， ，则 ，于是 极⼤，⽭盾。

 

赋值  

27. 设 是两个局部环， 被称为优于 如果 ，并且 中的极⼤理想 被 中极⼤
理想 包含（或更准确地 ）。设 是域， 是 的全体⼦局部环。给 赋以优
序，证明 有极⼤元，并且 极⼤ 是 的赋值环。

证：

极⼤元存在：

考虑升链 .

考虑 , 因⽽存在 的同态。由于 是域，只能有这些同态是嵌⼊。

因⽽存在正向系统之间的正合列 . 从⽽正向极限之间存在正合列
. 

因⽽ 是 的极⼤理想，接下来证明它是局部环。



由1.6.2， 中元素设为 ，必然有 ，于是 在 中是单位，进⽽在
中是单位，从⽽说明了局部环。

赋值环：

极⼤ 赋值环

记 ，考虑同态 （注意到 可以嵌⼊到 ，于是嵌⼊到 ）

回忆5.3节赋值环的构造，如果存在 ，⽆妨将 取为⼀个极⼤元，于
是由5.19它是局部环，并且 。那么极⼤理想 当然满⾜ ，与

极⼤⽭盾。

于是 在5.3节序关系中极⼤，于是由5.21是赋值环。

赋值环 极⼤

现在假定 是赋值环，如果局部环 优于 ，那么 。由5.18.2， 都是局部
环。

考虑 , ，由5.18.1的证明， 是 的 构成的集合。于是对其扩
环必定会导致 ， 的情形的出现。因此 反⽽要⼩于 。从⽽只能

 

28. 设 是整环， 是分式域，证明以下两者等价：

1. 是 的赋值环；2. 是 的理想，则 必定出现其⼀。 

⾃然地作为推论 和 都是它们各⾃分式域中的赋值环。

证：

若否，设 ，⾃然 。由于 ，⽆妨 。那么
，⽭盾。



对于 ，只要 就有 ，反之 ，得证。

 

29. 设 是 的赋值环，那么每个包含 的 的⼦环都是 的某个局部化。

证：

设⼦环为 ，5.18保证 是赋值环，进⽽是局部环。设 的极⼤理想是 ， 的极⼤理想是
。由5.E27.2的讨论知 . 那么 是 的素理想。我们证明

这是显然的，只需将局部环嵌⼊到分式域中⽴即得证。

（注意有如下关系：

）

 

30.（赋值环 赋值） 设 是 的赋值环， 的单位群 是 的⼦群。



令 ，设 ，被 代表。定义 如果 （很容易验证这
是良定义的）证明这是全序，并且和群乘法相容： 。于是我们得到了
⼀个全序Abel群，称为环 的值群。

记为⾃然同态，证明 ，

证：

全序显然，相容性显然。

下⾯证明不等式。⽆妨 ，则 .

 

31. （赋值 赋值环）设 是⼀个全序Abel群，群运算以加法记。设 是⼀个域，那么它的
赋值被定义为⼀个映射 ，满⾜：1. ；2.

.

证明全体满⾜ 的元素构成⼀个赋值环，并且 正好构成了对应的值群。

证：

⾸先这样的元素对加法和乘法封闭， 。 ，故元素对加法逆封
闭，于是说明了它构成环。

它是赋值环是因为 ，于是⾄少存在⼀个⼤于0，故 ⾄少存
在⼀属于这个环，从⽽是赋值环。记这个环为 。

 

另⼀⽅⾯ ，并且 当然是群同
态，于是当然有 ，并且序关系相容。于是这说明了5.E30和5.E31内容的等
价性。

 

32. 设 是全序Abel群。称⼦群 是孤⽴的如果



设赋值环 (w.r.t. 域 )，值群 。如果 是 的素理想，证明 是某个孤⽴⼦群 和
⾮负（即 ）元素的交。

这样诱导出了 到全体孤⽴⼦群的映射，证明这个映射是双射。

研究 的值群。

证：

32.1 如果⼀个⼦群的⾮负部分被确定了，那么这个⼦群就被唯⼀确定了。于是只需考虑
是否满⾜孤⽴条件。

设 的代表元为 ， 代表元为 ，那么 ， 。若 ，
，⽭盾。于是 ，从⽽验证了孤⽴条件。

32.2 

单射：如果

于是 ， 满⾜ , i.e. ，即 相差⼀个单位。
然⽽ ， 分别乘以单位群后都不动，于是这说明 。类似地存在反
包含关系，于是 ，从⽽得证。

满射：给定 ，考虑 ，需要证明这是素理想。⾸先当然 。若
, ，那么由 及孤⽴条件知⾄少有⼀（设为 ）满⾜

，即 ，⽭盾。

若 ，但是 ，于是 ，即 ，故
，即 ，⽭盾。

若 ， 。⽽ ，于是只能有 ，
⽭盾。从⽽ 的确是素理想，得证。

32.3

设 对应的孤⽴⼦群为 。

结论



 

33.（值群构造赋值） 设 是全序Abel群。接下来从 构造出域 和赋值 。设 是任意域，
是群代数，那么 是 线性空间。基为 ，说明 是整环。

如果 是 的⾮零元素，并且 ， ，定义
。证明 满⾜赋值的两个条件。

记 为 的分式域，证明 可以被唯⼀的延拓成 的赋值 ，并且值群恰好为 。

证：

33.1 考虑指标序最⼩两项的乘积，对应项的系数就应该是系数乘积，⾃然⾮零。

33.2 直接验证即可。

33.3 ，经验证的确是赋值。

 

34. 设 是赋值环， 是分式域。 诱导出 是闭映射。
那么如果 是代数同态（即 是嵌⼊），那么 。

证：

设 ，当然 。取 的极⼤理想为 ，由于闭映射，那么 也是极⼤
理想。因此 ，⽽ 优于 ，于是 ，因此 ，从⽽ ，得证。

 

35. 利⽤5.E1和5.E3说明 是整的， 是任意 代数，那么映射
.

反过来，如果 满⾜上述条件，且 是整环，那么 是整的。

证：

正⽅向是显然的。反过来：



记 ， 是 的分式域。欲证整性，由5.22，只需说明 在每个包含 的
的赋值环中。设 是这样的⼀个赋值环，那么 。那么 是 双线
性的。于是诱导出了双线性映射 。

现在记 ， 是闭映射。 ，即给出了单
射 。5.E34保证了 ，那么 ，故 。于是完成了
证明。

证明这个结果仍然成⽴如果 只有有限个素理想。

证：

设 是极⼩素理想，那么考虑 。由于 是闭映
射，⽽1.E21.4保证 是闭的，因⽽

是闭映射。由前述命题（ 是整环）得 是整
的。

那么在 中 在 上整，由整元⼀定构成⼦环知 在 上
整。

由于 可分解为 ，那么⾃然 在 上整。

设 满⾜某个⾸⼀ 系数多项式 ，那么 ，得证。
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