
Introduction to Commutative Algebra - Part3.  

6. 链条件  

6.1 对于偏序集 （满⾜传递性，反对称性，⾃反性），以下⼆者等价：

1. 每个升链 稳定；2. 每个⾮空⼦集存在极⼤元。

证：

 若否，存在⼀个⼦集 ，不存在极⼤元。那么可以归纳地构造出永不停⽌的
升链。（不断选出元素）

 存在极⼤元，于是升链稳定。

 

定义（Noether性与Artin性）

取 为全体 的⼦模，偏序定义为包含。则条件6.1.1称为a.c.c，6.1.2称为极⼤条件，满⾜
条件的模称为Noetherian的。

取 为全体 的⼦模，偏序定义为反包含。则条件6.1.1称为d.c.c，6.1.2称为极⼩条件，满
⾜条件的模称为Artinian的。

特别地，如果⼀个环作为⾃⾝的模满⾜上述两个性质，则分别称之为Noetherian环和
Artinian环。

 

例⼦：

1. 有限Abel群（作为 模）同时满⾜a.c.c.和d.c.c.；



2. 是a.c.c.的（注意它是PID），但不是d.c.c.的。（ ）

3. 中的分母为 的幂次构成的⼦群 作为 模不是a.c.c.的，因为

，其中 是⼦群。

另⼀⽅⾯ 是所有的⼦群，于是它满⾜d.c.c.

4. 全体分母为 的幂次构成的⼦群 不满⾜任何链条件。

，由于 不满⾜d.c.c.，于是 不满⾜d.c.c.；由于 不满⾜a.c.c.，
于是 不满⾜a.c.c.

5. 作为 模满⾜a.c.c.，但是不满⾜d.c.c.

6. 作为⾃⾝上的模不满⾜任何链条件。不满⾜d.c.c.是因为 ；不满
⾜a.c.c.是因为

7. 环（作为⾃⾝的模）只要满⾜d.c.c.就⼀定满⾜a.c.c.；但是对于⼀般的模则不⼀定。

8. 域作为环既是Noetherian的也是Artinian的。 也是如此，但是 是Noetherian环
但不是Artinian环。（2）

9. 主理想整环都是Noetherian环：由6.2即证。

10. Noetherian环的⼦环不⼀定Noetherian： 不是Noetherian环，但是它
是整环，于是是其分式域的⼦环。（注意这不和6.4⽭盾）

11. 是紧⾮有限Hausdorff空间， 是其上连续实值函数环。取⼀个严格闭集降链
， ，得到了严格理想升链，于是 不是

Noetherian环。

 

6.2 是Noetherian 模 每个⼦模都有限⽣成。

证：  取对于⼀个⼦模 ，取集合为其全体有限⽣成的⼦模。于是存在极⼤元，设为
，若 ，取 ，那么 ，⽭盾。故

 对于任何⼦模的升链 ，取 ，当然是⼦模，于是有限⽣成。设



， ，那么 ，于是 ，从⽽说明了稳定性。

 

6.2dual. 是Artinian 模 每个商模余有限⽣成。

Remark. 这⾥余有限⽣成的定义为：存在⼀个 模 ，有限指标集 和单同态
，则称 余有限⽣成。

 

 

6.1 Noetherian/Artinian模的共⽤性质  

6.3 给定正合列 ，那么：

 Noetherian (resp. Artinian)  Noetherian (resp. Artinian)

证：

仅证明Noether部分，Artin同理。

 ⼦模和商模的⼦模升链都诱导出了原模的⼦模升链，于是得证。

 的⼦模升链 诱导出了其在 和 的两个升链。由于它们最终都稳定，于是
最终稳定。

 

6.4  Noetherian (resp. Artinian) 模的直和仍然是 Noetherian (resp. Artinian)的。

6.5 Noetherian (resp. Artinian) 环上的有限⽣成模是Noetherian (resp. Artinian)的。

证：有限⽣成模是 的商模，由6.3,6.4即证。

 



尽管Noetherian环的⼦环不⼀定是Noetherian的，但是对于商环性质保持：

6.6 Noetherian (resp. Artinian) 环 以及其理想 ，那么 是Noetherian (resp. 
Artinian) 环。

证：

由对应定理直接得证。

Summary：Noetherian环（Artin resp.）的商环，直和，其上的有限⽣成模都是
Noetherian(Artin resp.)的。

6.2 合成列  

称⼀条链为若⼲ 的⼦模构成的严格链： ，记它的长
度为 。

（合成列）称⼀个链是合成列如果 是单的，即不能再插⼊更多的⼦模。

我们接下来研究合成列的长度，说明它和合成列的选取⽆关。

6.7（合成列长度与链选取⽆关）假定 有⼀个长度为 的合成列，那么它的所有合成列长
度都是 ，并且每条 的链都可以被扩展为⼀条合成列。

证：记 为 的最短合成列的长度。（若⽆合成列则记为 ）

1. 

取 为最短长度的合成列。那么考虑 ，于是 （可
直接构造嵌⼊的单同态）

于是单性保证要么 ，要么 。因此去除 的重复项得到
了⼀个 的合成列。那么 。

若 ，于是 。 归纳地可以说明 ，于是
最后得到 ，⽭盾。

2. 的每条链长度



设为 ，具有长度 。那么由1，
，于是

3.

对于任何 的合成列，应⽤2⽴刻知所有合成列长度相等。

对于任何链，如果其长度为 只能是合成列。（考虑2的证明）若其长度⼩于 就不
断插⼊项直到长度到达 。

 

6.8（合成列存在性） 存在合成列 满⾜a.c.c.和d.c.c.

证：  由6.7，链长度有限，于是⽴刻得证。

 由与a.c.c.成⽴，任何⼦模集合的极⼤元存在。那么选取 的真⼦模的⼀个极⼤
元得到 ，继续选取极⼤元得到

由于d.c.c.这个链⼀定终⽌。终⽌处⼀定有 （真⼦模集合为空集），于是得到了合
成列。

 

6.9 （Jordan-Holder定理）任意两个合成列的合成因⼦在同构和交换顺序意义下等价。

证明同群论中利⽤Zassenhaus引理进⾏构造。

 

6.10 对于有限长的模（即同时满⾜a.c.c.和d.c.c.） 定义了⼀个加性函数。

证：对于 ，需证明

这是显然的，因为将⼦模和商模的两个合成列可以拼成 的合成列。

 

6.3 例⼦



6.3 例⼦  

考虑⼀个特殊的例⼦： 线性空间。

6.11 对于域 上的线性空间 ，以下四者等价：

1. 有限维；2. 有限长；3. a.c.c.；4. d.c.c.

并且以上成⽴时长度与维度相等。

证：

是显然的。 由6.8得到。

  若维数不有限，存在⼀列⽆限长序列 且它们线性⽆关。

取 ； 。那么 分别为严
格升、降链。于是⽭盾，从⽽完成了证明。

 

6.12 是环，满⾜ 为若⼲（不必互不相同的）极⼤理想的乘积。那么 是
Noetherian环 是Artinian环。

证：

考虑

每个合成因⼦ ⾃然是 上线性空间，于是合成因⼦a.c.c.
d.c.c.，那么反复应⽤6.3就有  a.c.c.  d.c.c.

 

6.4(E)  

1.1 设 是Noetherian 模， 是⾃同态。如果 是满的，那么 是同构。

1.2 设 是Artinian 模， 是⾃同态。如果 是单的，那么 是同构。



证：

1.1

有升链

于是设 之后链稳定。那么 ，即
，即

但是 是满射，于是 ，于是 ，故 同构。

1.2 同理。

 

2. 设 是 模，如果每个有限⽣成⼦模的⾮空⼦集存在极⼤元，那么 是Noetherian
的。

证：

任取 的⼀个⼦模 ，考虑它的所有有限⽣成⼦模构成的集合（这当然不是空集），那么
取出极⼤元 。若 ，取 ，考虑 仍然是有限⽣成的。但是

，与极⼤性⽭盾。

故 ，即 有限⽣成。那么 的每个⼦模都有限⽣成，从⽽Noetherian。

 

3. 给定 模 以及两个⼦模 ，那么 都是Noetherian (resp. 
Artinian)的 也是Noetherian (resp. Artinian)的。

证：

由于正合列

以及

以及 ，由6.3即证。



 

4. 设 是Noetherian 模， ，证明 是Noetherian环。

说明结论对Artinian不正确。

证：

⾸先 可以被看做 模： （良定义性显然），由于乘法作⽤不变，因此
Noetherian性质保持。

由于 的Noetherian性，它是有限⽣成的，设⽣成元为

那么存在映射 ，且

因此 是 的⼦模。（作为 模）

⽽ 是Noetherian -模，于是 也是，从⽽是Noetherian环。

 

对于Artinian，反例：

 

Noetherian空间  

5. 称⼀个拓扑空间为Noetherian的，如果它的开集满⾜a.c.c.条件。或等价地闭集满⾜
d.c.c.条件。证明 如果是Noetherian的，那么每个⼦空间也是Noetherian的，并且 是
紧的。

证：

考虑某个⼦空间，若不是Noetherian的，则存在⼀个严格升链。由⼦空间拓扑，这诱导了
的开集严格升链，⽭盾。



若 不是紧的，设 没有有限⼦覆盖。那么不断选出开集然后做并得到了永不停⽌的升
链，与Noetherian⽭盾。

 

6. 证明下列等价：1. 是Noetherian的；2. 每个 的开集都是紧的；3. 每个 的⼦集都是
紧的。 

是简单的。（第⼀个是因为⼦集是Noetherian的）

对于⼀个升链 ，得到 是开集。那么开覆盖 存在有限开覆盖，
于是必然稳定（在有限开覆盖的最⼤指标处稳定）。

 

7. Noetherian空间是不可约闭⼦空间的有限并。于是Noetherian空间的不可约分⽀是有限
的。

证：不可约空间的等价表述是空间不能表⽰为两个真闭集的并。

记 为全体不能表⽰不可约闭⼦空间的有限并的闭集构成的集合族。

若结论不成⽴， ，于是 ⾮空。由d.c.c.等价条件， 存在极⼩元 。那么 不能是不
可约的闭⼦空间，于是是可约的闭⼦空间，故可以表⽰为两个真闭集（⼦空间拓扑）的并。
设为

由于 ⼀定是某个闭集交上 ，那么它也是闭集。由 的极⼩性， ⼀定能表⽰成不可约闭
⼦空间的有限并，那么 也可以，⽭盾。

从⽽ 空，于是 是不可约闭⼦空间的有限并。

那么利⽤1.E20.4推论显然。

 

8. 如果 是Noetherian环，那么 是Noetherian空间。反过来不正确。



证：

由6.E6只需说明任何开集都是紧的。

对于任何⼀个开集 ，由于 有限⽣成，设⽣成元为 。那么
.

由1.E17.7，这说明了紧性。

 

反过来不正确：取 ， ，那么 也不是
Noetherian环。（存在⽆限⽣成理想）

取

那么  （在零点处的赋值映射）

另⼀⽅⾯ ，于是这说明 是 唯⼀的素理想，当然素谱是Noetherian
的、

 

9. Noetherian环的极⼩素理想个数有限。更⼀般地素谱为Noetherian空间的环也满⾜此结
果。

证：

由1.E20.4和6.E7~8⽴刻得到。

 

10. 设 是Noetherian 模，那么 是 的闭Noetherian⼦空间。

证：

由3.E19（有限⽣成性显然） 于是⾃然是闭的。

由6.E4 是Noetherian环，于是 是Noetherian空间。



⽽ ，于是得证。

 

11. 设 是环同态， 是Noetherian空间，那么
是闭映射 具有上升性质。

证：

已经在5.E10中叙述过了；

 ⾸先对于素理想上升性质保证了 ，另⼀⽅⾯天然地有

于是对所有素理想都有

对于⼀般的闭集，

由6.E9，极⼩素理想有限。于是 仍然是

闭集，于是得证。

 

12. 环 满⾜其素谱 是Noetherian空间，那么它的素理想满⾜a.c.c. 反过来是否成
⽴？

证：

对于⼀个升链 ，有闭集的降链 ，于是⼀定稳定。⽽
，于是素理想升链稳定，得证。

反例：

。

7. Noetherian环



7. Noetherian环  

回忆Noetherian环的三个等价判定：

1. 每个理想的⾮空⼦集都存在极⼤元；2. 每个升链都终⽌；3. 每个理想都是有限⽣成的。

 

7.1 Noetherian性质的保持  

7.1 Noetherian在环的同态像下保持性质。（6.6）

7.2 是 的⼦环， 是Noetherian环， 是有限⽣成的 模，那么 也是Noetherian
的。（6.5： 是Noetherian 模，那么⾃然是Noetherian 模）

7.3 是Noetherian环， 是乘性⼦集，那么 也是Noetherian的。

证：注意 与 中的局限理想⼀⼀对应，那么结果显然。

7.4 特殊地： Noetherian， 是素理想，于是 是Noetherian的。

 

7.5（Hilbert基定理）如果 是Noetherian的，那么 也是。

证：

设 是 的理想，那么 的最⾼次项系数构成了 中的理想 。于是 有限⽣成。⽆妨设由
⽣成。

使得 。取 ， ⽣成了 。

 

对于任何 ； 。若 ，记
。那么 在 中并且次数更低。这样反复操作可以得到 ，其中



设 是 ⽣成的 模，于是 。⽽ 是Noetherian的，于是
作为⼦模⼀定是有限⽣成的 模，即作为理想是有限⽣成的。⽽ 也是有限⽣成

的，于是 是有限⽣成的，故 是Noetherian的。

7.5 Cor. Noetherian Noetherian。

证明是同理的，只要考虑最低次项的系数然后类似讨论。

或者利⽤第⼗章，说明Noetherian在正向极限下保持。

7.6 Cor. 是Noetherian 是Noetherian的。

7.7 Cor. 是有限⽣成 代数，那么 Noetherian Noetherian. 特殊地，每个域上
的有限⽣成环和有限⽣成代数是Noetherian的。

证： 是 的同态像。

 

7.2 Zariski引理  

7.8 设 ，假定 是Noetherian环，且 作为 代数有限⽣成。并且 是有限⽣
成 模或在 上整。那么 作为 代数有限⽣成。

证：

作为 代数有限⽣成，于是⾃然作为 代数有限⽣成。于是由第五章的Remark， 是
有限⽣成 模 上整。

现在假定 是有限⽣成 模。

设 作为 代数⽣成 ， 作为 模⽣成 。

于是 ， 。

设 是由 ⽣成的 代数。那么由7.7， 也是Noetherian的，并且
。



任何 中的元素都是 的 系数多项式。设为 。将上⽂中 和 的表达式
反复代⼊，可将 最终化为 的线性组合（其中系数属于 ）

因此 是有限⽣成 模。

由于 是Noetherian环， 是有限⽣成 模， 是 的⼦模。那么由6.2,6.5， 是
Noetherian 模，于是 是有限⽣成 模。

⽽ 是有限⽣成 代数，那么简单的讨论知 是有限⽣成 代数。

 

7.9（Zariski Lemma） 设 是域， 是有限⽣成 代数。如果 是域，那么它是 的有限
代数扩张。

证：

设 。如果 不是 的代数扩张，那么可设 在 上代数独⽴，并
且 是 上代数元。

于是 是 的有限代数扩张，那么 是有限⽣成 代数。

对 应⽤7.8，有 是有限⽣成 代数。设 ，其中
。

仿照Euclid的素数⽆限性证明，可以说明 存在⽆限个不可约多项式。从⽽存在
⼀个与全体 互素的多项式，设为 。

于是 不可能由 作为 代数⽣成，从⽽引发⽭盾。

因此 是 的代数扩张，于是是有限的。

 

7.10（Hilbert Nullstellenstaz Weak Form）设 是域， 是有限⽣成 代数， 是 的
极⼤理想，那么 ⼀定是 的有限代数扩张。（5.24：Zariski Lemma）

证：



在7.9中取 为 。

（7.8-7.9-7.10）的证明路径由Artin和Tate给出。

 

7.3 Noetherian环的准素分解  

以下两个引理能够说明Noetherian环的每个理想都存在准素分解。

（注：6.E8~9,4.E1已经为我们提供了⼀些暗⽰，尽管研究 的拓扑性质仍不⾜以说明准
素分解的存在性）

定义（不可约理想）称⼀个理想 不可约如果

7.11 Noetherian环 中每个理想都能表⽰成有限个不可约理想的交。

证：

若否，那么使引理不成⽴的理想构成的族⾮空，于是存在⼀个极⼤元 。由于 不能使引理
成⽴，那么它⾃⾝⼀定也不是不可约理想（否则引理⾃动成⽴）。于是

。

⽽ 当然不在这个族中，于是⼀定是有限个不可约理想的交，那么 也是有限个不可约理
想的交，⽭盾。

 

7.12 Noetherian环 中不可约理想都是准素的。

证：

对于某个不可约理想 ，当然可以将问题转化⾄商环 ，变为：

Noetherian环 中的零理想如果是不可约的那么是准素的。

如果 。



考虑 升链⼀定终⽌，即 。

若 ，那么 。如果 ，于是 。那么
，从⽽ 。故

那么由不可约性，以及 ，必有 ，从⽽说明了准素。

 

7.13（Main）Noetherian环中每个理想都存在准素分解。

于是第四章的所有结果都⾃动对Noetherian环的任何理想成⽴。

 

7.14 Noetherian环 中每个理想 都包含着某个 。

证：

设 由 ⽣成， 。那么取 ， 由 ⽣
成，其中 。于是⼀定存在⼀个 ，从⽽说明了这些⽣成元都在 内。因此

。

7.15 Cor. Noetherian环中幂零根⼀定是幂零的理想。

证：7.14的直接推论。

7.16 设 是Noetherian环， 是极⼤理想， 是 的任⼀理想。那么以下等价：

1. 是 准素的；2. ；3. 对某个 成⽴。

证：

是准素理想的性质；  4.2.
 7.14；  两侧取根理想：

7.17（Noetherian环的第⼀唯⼀性定理） Noetherian环 中任⼀理想 的从属素理想为
出现的所有素理想。



（注意它和4.5：第⼀唯⼀性定理的差别）

证：

通过将问题转化⾄ 可以假定 。

设 是极⼩准素分解， 。

对于任何 素理想， 也是素理想，那么由4.5它是从属素理想。

反过来，对于任何从属素理想 ，由4.5的证明过程 ，于是
当然 。记

另⼀⽅⾯： 是 准素的。由7.14，存在 使得 。因⽽
。

因此可取出最⼩的 使得 成⽴，设 是 的⾮零元（当然
）。那么 ，从⽽ 。

于是 ，从⽽完成了证明。

7.4(E)  

1. 设 不是Noetherian环， 是全体⽆限⽣成理想构成的集合。证明 存在极⼤元，并且
极⼤元是素理想。

作为推论得到：

（Cohen）如果⼀个环的素理想都是有限⽣成的，那么这个环是Noetherian的。

证：

极⼤元的存在可直接利⽤Zorn引理：⽆限⽣成理想升链 的并 如果是
有限⽣成的，设⽣成元为 ，以及 。

那么 包含全体 。于是只能 ，⽭盾。

因此其并是⽆限⽣成的，从⽽上界存在，应⽤Zorn引理即证。



 

对于 为 中的极⼤理想，如果 。那么 严格包含 ，从⽽有限⽣成。
那么可选择 中的有限个元素和 作为⽣成元：考虑商 的⽣成元即可。

于是将 中的有限个元素⽣成的理想记作 ，于是 ，且 有限
⽣成。

并且 ，（很容易⾃⾏检验）由于 严格包含 （ 的存在），于是
有限⽣成，那么这个式⼦说明了 也是有限⽣成的，⽭盾。

从⽽ 是素理想。

 

2. 是Noetherian环， 。证明 幂零 它每个系数都是幂零的。

证：

⽅向是1.E5.2的结果。

 由于 ，那么 ：系数 ，从⽽说明幂零。

 

3. 设 是环 的不可约理想，那么以下等价：

1. 准素；2. 对于每个乘性封闭⼦集 ， 对某个 成⽴；3. 对每个
， 链稳定。

证：

 由4.8显见。

 取 ，设 ，由3.11.2，
，于是当然链稳定。

 这和7.12的证明是完全相同的。



 

4. 判断下列环是否为Noetherian环：

1. 单位圆上处处有定义的有理函数环。

2. 全体具有⾮零收敛半径的幂级数构成的环。

3. 全体具有正⽆穷收敛半径的幂级数构成的环。

4. 全体 ⾄ 次项系数均为0的复系数多项式构成的环。

5. 的⼦环，满⾜

4.1 是。考虑全体在单位圆上没有零点的多项式构成的乘性⼦集 ，那么4.1的环同构于
。⽽Hilbert基定理保证 是Noetherian的，从⽽由7.3，这个环也是Noetherian

的。

4.2 是。Lagarange反演保证了每个常数项⾮零的幂级数都存在逆元，并且如果该幂级数有
⾮零收敛半径，其逆也有⾮零收敛半径。

然⽽每个幂级数⼀定具有形式 （其中 常数项⾮零）

于是包含这个幂级数的理想⼀定包含 ，进⽽可证每个理想⼀定具有形式 ，从⽽
Noetherian。

4.3 否。考虑 ，Weierstrass定理保证了收敛性。（实际上收敛⾄
）

于是考虑升链 。⾸先包含关系是显然的，⽽这个升链不可能终⽌，只需
观察零点集合即可。因⽽不是Noetherian环。

4.4 是。环同构于 。

由于 是Noetherian的，并且 作为 由 ⽣成，由7.2
是Noetherian的。

4.5 否。 当然不是稳定升链。



 

5. 设 是Noetherian环， 是有限⽣成 代数， 是 的 ⾃同构构成的有限群。记
全体在 左作⽤下不动的元素。证明 是有限⽣成 代数。

证：由5.E12， 在 上整。对 应⽤7.8即证。

 

6. 如果⼀个有限⽣成环 是域，那么它是有限域。

证：

若 ，则 。

由于 是有限⽣成 代数，进⽽是有限⽣成 代数。于是由7.9是 的有限代数扩域，从⽽是
有限⽣成 模。那么应⽤7.8有 是有限⽣成 代数，这当然是不可能的。

因此 ，于是是有限⽣成 代数。于是由7.9是 的有限代数扩张，故⼀定
是有限域。

 

7. 设 是 决定的仿射簇。证明存在有限⼦集 ，使得 由
决定。

证：

由于 是Noetherian的，因此 ⽣成的理想是有限⽣成的。设⽣成元为
。每个⽣成元⼀定是有限个 的 线性组合，设它们为

于是考虑这些 构成的有限⼦集 。

很容易验证这就是满⾜要求的 。

 

8. 如果 是Noetherian的，是否⼀定 也是Noetherian的？



证：是。因为 （作为 模），于是是Noetherian 模。

那么是Noetherian 模：因为 在其上的作⽤与 作⽤⼀样。

 

9.（Noetherian的局部-整体判定） 设 满⾜：

1. 对每个极⼤理想 ，局部环 是Noetherian的；2. 对每个 ，包含 的极⼤理想是
有限的。

那么 是Noetherian环。

证：

对于任何理想 ，由于条件2，包含它的极⼤理想个数有限：设为 。

对于 ，设 均包含 。于是存在 。

由于每个 是Noetherian环，那么 是有限⽣成的。即存在 使得它
在 中的像⽣成 .（若⼲⽣成元的并）

取 .

那么对于任何 ，上述⽣成元的像都⽣成

同样的，对于 ，显然 为 ，⽽ 在其中的像可逆，于是也⽣成了

对于其它极⼤理想做局部化后显然 为 ，⽽ 不被 包含，因⽽可逆，于是也成了 .

因⽽对任何极⼤理想 ， . 由3.8即说明 ：考虑 即可。

 

于是 是有限⽣成的，从⽽说明了 是Noetherian环。

 

10. 设 是Noetherian 模，证明 是Noetherian 模。



证：

这和Hilbert基定理的证明是⼏乎相同的。

 

11. 是Noetherian的， 是否也是Noetherian的？

证：否。很不幸Noetherian不是⼀个局部性质（当然7.E9的判定也暗⽰了这⼀点）

反例：

 

12. 设 是环， 是忠实平坦的 代数，如果 是Noetherian的，那么 也是。

证：由3.E16.1，对于 中的理想升链，这也诱导出了 中升链： ，于是它⼀定稳
定。设 ，两侧取拉回即有 ，即 ，从⽽得证。

 

13. 设 是有限型的（即 是有限⽣成 代数）。 是
拉回，那么 的纤维是 的Noetherian⼦空间。

3.E21.4指出纤维同构于

由于有限⽣成性， ⼀定是 的商。那么
.

它是 的同态像，⽽前者当然Noetherian。于是这就说
明了 ⼀定是Noetherian环，从⽽得证。

 



Strong Nullstellenstaz  

14. 设 是代数闭域， ， 是其理想，那么

证： 是显然的。反过来，设 ，那么存在 包含 且 。记 为
在 中的像， 。

设 的⼀个极⼤理想为 。由于 是有限⽣成 代数，那么由7.9 也是有限⽣成 代
数，于是是 的代数扩张，于是是 。

设 是 在 中的像。可以验证 ，且
。

于是得证。

 

15.（⾃由-平坦等价） 设 是Noetherian局部环， 是极⼤理想， 是剩余域。 是有限
⽣成 模，那么以下等价：

1. ⾃由；2. 平坦；3. 是单的；4. 

证：

 ⾃由模平坦：因为 当然是平坦模，⽽平坦模的直和仍然平坦。

 平坦模的定义。

 考虑正合列 ，这当然意味着

 设 满⾜它们的像构成了 的 基。（注意有限⽣成保证了有限
维）

那么由2.8， ⽣成了 。

设 是⾃由 模，基为 。那么 诱导了模同态。



记 ，于是有正合列 ，于是
是正合列。

然⽽ 是 上相同维数的线性空间，于是只有 ，从⽽由
Nakayama引理的推论2.E3： 。（相当容易验证条件成⽴）

于是

 

16.（平坦=局部⾃由） 是Noetherian环， 是有限⽣成 模，那么以下等价：

1. 是平坦 模；2. 是⾃由模；3. 是⾃由模。

证：

只需注意 是有限⽣成 模，后者是Noetherian局部环，那么 ⾃由 平坦，从⽽
由3.10平坦的局部性得证。

 

Noetherian环上模的准素分解  

17. 设 是环， 是Noetherian 模，那么每个⼦模都存在准素分解。

这只需完全模仿7.3节的内容。

 

18. 设 是Noetherian环， 是素理想， 是有限⽣成 模。证明以下等价：

1. 从属于零模；2. ；3. 存在 的⼦模同构于 。

作为结论得到：存在⼀条如下的链 ，且
。

证：



 4.E22:第⼀唯⼀性定理的模版本。

 ，于是 是 的⼦模。

 设 。于是存在单同态 。那么记 。于是单性保证
。

 

对于最后⼀部分：

⾸先可以取出同构于某个 的⼦模 ，然后对 等等归纳进⾏操作，最后得到⼀个
升链 。由6.5 是Noetherian 模，于是升链⼀定终⽌，不妨设就在
终⽌。若 ，那么当然可以取出同构于 的⼦模，这和终⽌条件⽭盾，故只有

，从⽽得到了结果。

 

19. 设 是Noetherian环 的理想，以及两个极⼩的不可约理想的分解：
。证明： ，并且适当重排顺序后

证：

只需注意到这是⼀个极⼩准素分解，那么结论有第四章结果⾃动成⽴。

 

Noetherian环素谱的可构造⼦集  

20. 设 是拓扑空间， 是最⼩的⼦集族，满⾜它包含全体开集并且在补和有限交下封闭。

20.1 证明 是如下形式集合的有限并： ，其中 是开的 是闭的。

20.2 如果 是不可约的， ，证明 包含⼀个⾮空开集。

证：



20.1 ⾸先⾮常容易验证题⽬中给出的⼦集族满⾜要求。

同时对于任何 ，它当然能从开集中构造得到，于是命题⽴刻得证。

20.2 只需证明 ⽅向。

那么 。由于不可约，它不可能是两个（进⼀步：有限个：这⾥需要⼀
些讨论）真闭集的并，于是可设 。⽽ 。从⽽只能

，于是 ，得证。

 

21. 是Noetherian空间， 。证明 对于每个不可约闭集 ，要么

，要么 包含 中的⼀个（⼦空间拓扑下的）开集。

中的元素称为 的可构造⼦集。

证：

 如果 ，那么7.E20的结果⽴刻推出 包含 的⼀个开集。

 如果 ，那么存在⼀个⾮空的闭集族：其中的元素为闭集 使得
。

于是由Noetherian性这个族存在⼀个极⼩元 . 那么 如果不是不可约闭⼦空间，则⼀定
能表⽰成两个真闭集的并。（注意这⾥是闭⼦空间，⼦空间拓扑的闭集仍然是闭集）

于是对于这两个闭集 ，都有 ，那么当然
，从⽽⽭盾。因此 是不可约闭⼦空间。

于是上述条件能够推出（利⽤7.E20） ，从⽽⽭盾。

 

22. 设 是Noetherian空间， 。证明 是开集 对于每个不可约闭⼦空间 ，
要么 ，要么 包含 的⼀个⾮空开集。

证：



 是 中的开集。

 如果 不是开集，那么存在⼀个⾮空闭集族使得其中元素 满⾜ ⾮空并且不是
中开集。

那么存在⼀个极⼩元 ，如果它不是不可约闭⼦空间，设 ，那么 ，
⼀定是 中的开集。设它们分别为 。

那么 ，于是也是 中开集，⽭盾。

因此 是不可约闭⼦空间，于是 ⾮空那么⼀定包含⼀个⾮空开集，设为 。于是考
虑 ，由极⼩性当然 是 中开集（ 是 中闭集于是是 中闭集），那
么类似上述讨论得到 是⼀个 中开集，⽭盾。

因此 是开集。

 

23. 设 是Noetherian环， 是有限型的环同态（ 是有限⽣成 代数，于是也
是Noetherian环）。记 。那么 的可构造⼦
集在 下的像是 的可构造⼦集。

证：

只需考虑 的像，进⼀步地设 ，我们考虑 。过渡到商环：

因此可假设 是 中的开集。由于 是Noetherian的， 是紧的（6.E6），于是⼀定是有限
个 的并。于是取局部化我们只需要考虑 的情况。

现在考虑 ，利⽤7.E21的判别法。设 是不可约闭⼦空间， 在 中稠
密，那么我们希望证明 包含某个 的⾮空开集。

由于 。注意 的不可约⼦空间⼀定同胚于
 minimal。于是 。

那么这相当于考虑 ，于是可以假定 是整环，且 是
单射。



设 有不可约分⽀ ，只需说明每个 包含了 的某个开集。同样假定
在 中稠密（如不稠密则判别法已⾃动满⾜）

因此这将问题转化成了整环之间的映射： 。由于 在 中稠密，由
1.21： ，从⽽这将问题转化为了整环之间的单射，并且有限型这⼀性质没有
受到影响。

于是现在问题转化为了5.E21的情况：

存在⼀个 使得对于任何给定的代数闭域 ， 总能被延拓到 上成为
。由于这两个映射的像都是域的⼦环，于是是整环，于是核均为素理想，分别

设为 。其中 。那么 。

于是5.E21指出 ，即 。，

另⼀⽅⾯ ，于是 不是幂零元，因⽽ ，判别法条件满⾜，于是得证。

 

24. 保持7.E23记号和条件不变， 是开映射 有下降性质。

证： ⽅向是5.E10中已经讨论过的；

 如果 有下降性质，正如7.E23中做过那样，只需证明 是开的（因为每个⼀
般开集都是紧的，从⽽是有限个主开集的交，于是只需考虑分式化后的环）

下降条件表明 ，即如果 是不可约闭⼦空间，且
和 有交（即 ），那么 在 中是稠密的：因为 的闭包正是

，⽽下降条件保证了 。

由7.E23， 是可构造的，于是 是 的可构造⼦集。那么由7.E20.2，
包含 的⼀个⾮空开集。

综合上述，由7.E22知： 是开的。

于是 是开映射，命题得证。

 



25. 设 是Noetherian环， ， 是有限⽣成 代数，并且是⼀个平坦 模。
那么 是开映射。

证：平坦保证了下降性质成⽴（5.E11）；有限型保证了下降性质 开映射（7.E24）

 

Grothendieck群  

26. 设 是Noetherian环， 是全体有限⽣成 模的同构类。 是⼀个 ⽣成的⾃
由交换群。

对于每个段正合列 ，我们得到⼀个形如
的元素，设这些元素⽣成的⼦群为 。那么 称为 的Grothendieck群，记作 。

对于⼀个有限⽣成模 ，记 （或 ）为其在 中的像。

26.1 证明 满⾜如下泛性质：对于每个有限⽣成 模上定义的 值加性函数，存在
唯⼀的同态 ，满⾜ 。

26.2 证明 由 形式的元素⽣成。

26.3 如果 是域，或更⼀般地：PID，那么

26.4 设 是有限环同态，即 是有限⽣成 模，证明纯量局限诱导了⼀个群同
态： ： 。如果 是有限环同态，证明

证：

26.1 显然。

26.2 考虑7.E.18，结果显然。

26.3 由于 环是Noetherian的，那么由PID环上有限⽣成模的结构定理知， 由⾃由
模和循环 模的像⽣成。



任何循环 模都具有形式 ，然⽽正合列 保证
了 在 中的像为0.

因此只需考虑⾃由模，可以验证 的确诱导出了到 的单同态（只需注意到这个映
射实际上是在取模的秩），于是 。

26.4 良定义性：若 ，那么 ⼀定能表⽰成有限个
的和。于是将其视作 模也是如此，从⽽ ，于是良

定义性得证。

同态与结合律：同理。有限同态保证了模的有限⽣成性。

 

27. 设 是Noetherian环， 是全体平坦 模的同构类，同理26得到群 。记
为 在 中的像。

27.1 证明 模的张量积诱导了 上的交换环结构：
，乘法单位元为

27.2 证明张量积诱导了 上的 模结构： 是平坦模，
。

27.3 如果 是局部环，

27.4 设 是环同态， 是Noetherian环。证明纯量扩张诱导了
：

（ 是有限⽣成平坦 模，则 是有限⽣成平坦 模）

同样，对于 ， Noetherian环，

27.5 设 是有限环同态， 是Noetherian环，那么

即：通过纯量局限将 视作 模，那么 是 模同态。



27.6(Remark.) 由于 ，当然存在⼀个同态 。如果 有限
维且正则，那么 是同态（见11章）

 

 

8. Artin环  

8.1 性质  

8.1（Artin环零维） Artin环 中素理想都是极⼤的。

证：设 是素理想，则 是Artin整环。对于 ，由d.c.c.存在 使得
，故 成⽴。

整环保证了 ，从⽽ 是域，于是 极⼤。

8.2 Cor. Artin环中⼤根和⼩根相同。

 

8.3 Artin环中极⼤理想个数有限。

证：考虑全体极⼤理想的有限交构成的理想族，Artin性保证存在极⼩元，设为
。那么 。

于是由包容引理1.11， 对某个 成⽴，于是 。于是这就说明极
⼤理想个数有限。

 

8.4 Artin环中幂零根⼀定是幂零的理想。（Recall 7.15）

证：

d.c.c.条件保证了 对某个 成⽴。



设这个稳定的理想为 ，假定 。记 为全体使得 的理想 构成的族，它当然⾮
空。于是存在⼀个极⼩元，设为 。由 定义，存在 ，那么 ，且

，于是 。

然⽽ ，且 ，于是 ，从⽽ 对某个 成
⽴。于是 。

但是 。于是 是幂零元，从⽽ ，⽭盾。

因此 。

 

定义（Krull维数）称素理想链 的长度为 ，记⼀个环 的Krull维数 为
其中全体素理想链长度的上确界。于是

例：

8.5 Artin环 0维Noetherian环。

证： . 8.1指出Artin环是0维的。设 是其全体极⼤理想。那么
。于是由6.11，它是Noetherian的。

 在Noetherian环 中零理想当然存在准素分解。 存在有限个极⼩素理想，并且
要求它们都是极⼤的。于是 ，从⽽由7.15： ，于是接下来的证

明同 ⽅向，利⽤6.11得到它是Artin的。

 

8.2 Artin局部环  

例：对于Artin局部环 ，极⼤理想 是唯⼀的素理想。于是 ，从⽽ 。
是⼀个这样的环的例⼦。

 

8.6（Noetherian局部环分类定理） 设 是Noetherian局部环， 是其极⼤理想，那么以
下两者恰有其⼀成⽴：



Case 1. 构成了⽆限长严格降链。

Case 2. 对某个 ， 成⽴，此情况等价于 是Artin局部环。

证：

如果 对某个 成⽴，那么由Nakayama引理（2.6） 。

对于任何 的素理想 ， 。于是两侧取根理想，得到 ，于是 ，即 是唯
⼀的素理想。从⽽ 当然是Artin局部环。

 

8.7 （Artin环结构定理）每个Artin环⼀定是有限个Artin局部环的直和，反过来也成⽴。
这种分解是唯⼀的。

证：

设 是 的全体极⼤理想，正如8.5的证明中⽤到的， 对某个 成
⽴。

由1.16，极⼤理想之间的互素性保证了 也是两两互素的。

那么由1.10， ，于是由1.10， 是同构。并且 明显是局部
环（若否，设 ，两侧取根理想即⽭盾），于是结果得证。

 

反过来，如果 是有限个Artin局部环的直和，它⾸先⼀定是Artin的。

对每个 ，存在 ，记 。

同样，由1.10这些 两两互素，且 。

那么设 是唯⼀的 中的素理想， ，那么 是素的，于是也是极⼤的。⽽
是幂零的理想，于是 是 准素理想：先取拉回，再利⽤4.2. 因此 是准素分解。

由于 两两互素，于是 也是（1.16）。于是每个 都是⼀个孤⽴的素理想，从⽽孤⽴准素
分⽀ 被唯⼀决定（第⼆唯⼀性定理），于是唯⼀性得证



 

Remark. 尽管如此，只有⼀个素理想的环并不⼀定是Noetherian的，于是不⼀定是Artin
的。

取 ， 仅有⼀个素理想： 的
像。但是它不Noetherian，因为这个素理想并不有限⽣成。

 

Zariski切空间：考虑局部环 ，极⼤理想 ，剩余域 。 模 被 所零化，
于是具有 线性空间结构。

如果 有限⽣成（作为 模），那么⽣成元在 中的像也能作为 有限⽣成。因
此 有限。

8.8 对于Artin局部环 ，以下等价：

1. 每个理想都是主理想；2. 唯⼀的极⼤理想（素理想）是主理想；3. 

证： 显然。

如果 ，由2.8（取 ）， 是主理想。设 ，对于任何理想
，且⾮0或整个环，⼀定有 ，那么对于充分⼤的 ： 。于是
⼀定存在指标 ：使得 ，但是 。

即存在 ， 。因此 ，从⽽ 使⼀个单位。因此 ，故
，于是

如果 ，那么 。由Nakayama引理（2.6）就有 ，即 是域。

 

8.3(E)



8.3(E)  

1. 设 是Noetherian环中零理想的准素分解， 。设 是 次形

式幂。（4.E13）证明对于每个指标 ，存在 使得 。

证：

如果 是⼀个孤⽴准素分⽀， 是Artin局部环：因为它是Noetherian局部环，并且每个素
理想极⼤（ ）。那么对于它的极⼤理想 当然有 对于充分⼤ 成⽴。于
是对于这样的充分⼤ 当然有 ：因为 是最⼩的 准素理想（当 极⼩时）
（4.E11）

如果 是⼀个嵌⼊准素分⽀，那么 不是Artinian的（因为 不是极⼩的，从⽽
）。⽽它是Noetherian局部环，于是由8.6， 是⽆穷长降链，因此 也是

⽆穷长降链。

由于对于 ，⼀定存在充分⼤ 使得 。

由于 是最⼩的包含 的 准素理想（？）？

 

2. 设 是Noetherian环，证明以下等价：

1. 是Artin环；2. 离散且有限；3. 离散。

证：

 此时全体素理想都是极⼤的，⽽Artinian环极⼤理想个数有限（8.3），于是有
有限。同时每个点都是闭点，于是有限性也保证了每个点都是开的，于是
是离散的。

显然。

 如果 离散，那么每个点都是闭的，从⽽每个素理想都是极⼤的，即
。由8.5这个环是Artin的。

 



3. 设 是域， 是有限⽣成 代数。证明以下等价：

1. 是Artin的；2. 是有限 代数（有限⽣成 模）

证： ，由于 是有限个Artin局部环的直和，因此考虑每个直和因⼦不影响结果，
于是不妨 是Artin局部环。那么由Zariski零点定理， 是 的有限代数扩张，设

。

由7.E18， 当然是有限⽣成 模，于是存在⼀个有限长的升链
，并且每个因⼦ ，⽽后者只有⼀种可能：即

因此计算维数⽴刻可知 是有限维 线性空间（ 是有限维 线性空间），从⽽是有限⽣成
代数。

 由于 的理想是 线性⼦空间，由6.10满⾜d.c.c.，⾃然得到Artin性。

 

4. 设 是有限型环同态。那么对于如下4个性质：

1. 是有限的；2. 的纤维是 的离散⼦空间；3. 对于每个 的素理想 ，
是有限 代数（ 有限⽣成模）；4. 的纤维是有限的。

那么：

证：

 设 作为 模由 个元素⽣成。那么当然 是有限 代数：⾮常容
易检验它由 ⽣成。

 

由8.E3， 是Artin环，那么由8.2得到素谱有限。

由于 是有限型的，可以验证 是有限⽣成 代数。



于是由7.7它是Noetherian环，那么由8.E2得到它是Artin环，于是由8.E3得到它是有限
代数。

由8.E3， 是Artin环，由8.E2得到素谱有限。

 

5. 回到Noether正规化引理（5.E16），证明 是 的有限覆叠：即 中⼀点到 的原像是
有限且有界的。

 

6. 设 是Noetherian环， 是⼀个 准素理想。考虑 到 的准素理想链。证明这样的链长
度有上界，并且极⼤链长度相等。

证：

取根理想⽴刻有这样的准素理想链移动均由 准素理想组成。

Noetherian条件保证了任何这样的链都⼀定是有限长的。

由于 到 的理想和 的理想有⼀⼀对应，并且准素在商和局部化（4.8）下都保持。

于是我们现在回到了Noetherian局部环。由于 ，于是 中的极⼤理想 满⾜
，于是由8.6（Noetherian局部环分类），它是Artin局部环。

那么对于任何 中理想都有 ，取根理想知 ，于是由4.2知它是
准素。（因此这实际上说明了 到 之间的理想全都是准素的？？！）

那么上界当然存在，极⼤链长度相等是合成列的直接推论。
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