
接下来内容假定9～12章的基础点集拓扑是熟知的。

2. Lebesgue测度  

2.1 Lebesgue外测度  

对于每个实数集合 ，定义⼀个外测度函数 ，其中 是覆盖 的可
数开区间。

性质：

0. 空集外测度为

1. 单调： ：因为后者的可数开区间覆盖⼀定能覆盖
前者。

2. ：因为它的任何可数开区间覆盖都有有限的⼦开区间覆盖。⼦
开区间且覆盖⾃然能说明其长度和⼤于

3. ：因为开区间能被闭区间两侧逼近，且由外测度的单调性就得
到结论。

4. 平移不变：两者的可数开区间覆盖也可以⽤平移建⽴⼀⼀对应。

5. 可数次可加：对于任意可数集族

证：只要有⼀个 外测度⽆穷，不等式就成⽴了。下设所有集的外测度都是有限的。

对于每个 ，存在可数开有界区间族 使得

于是

令 则得证。

⾃然能够得到有限次可加性。

6. (等价定义) 即使在外测度的定义中要求每个开区间的长度⼩于 ，这样得到的集函
数 依然与 相同。

证：⾸先当然有 ，不妨两个函数的值都不是正⽆穷。

于是存在可数开区间族覆盖 ，且

那么将每个开区间分割成不相交的长度不超过 的开区间，使得新的分割与原来的开区间
最多相差可数个孤⽴点。然后再将这些新的开区间固定中⼼延伸 倍，于是这些新
开区间族可数，每个开区间长度不超过 ，并且构成对 的覆盖。并且它们的长度和

于是 ，令 即证。



 

结论与例⼦：

1. 可数集外测度为0：每个点周围赋予开区间 即可。

2. 对于区间 中的全体⽆理数构成的集合

证：设区间 中的全体有理数构成的集合为 ，有限次可加性：

单调性：

实际上，若两个集合包含，且相差（甚⾄可以去掉包含关系变为对称差）⼀个零外测度的集
合，那么这两个集合的外测度相同。

即：

3. 对于任何有界集 ，存在 集 ： 且

证：

记 是开集。则

那么对于每个 ，就能决定⼀个开集 使得

于是取 ，那么 , however n is arbitrary, 
which implies: 

但另⼀⽅⾯ ，于是 ，这样就得到了证明。

4. （分离条件下可加） 有界，且 ，那么

证：应⽤性质6. 对于任何⼀族长度⼩于 的可数开区间族覆盖 ，满⾜
.这些开区间中没有⼀个能够同时与 相交，并且不妨它们每

个都⾄少与 中的⼀个相交，于是可将这些开区间分成与 或 相交两类，并且这两类各
⾃是 的可数开区间覆盖，于是 ，
令 即得证。

5. （介值性）集合 有界，且有正外测度，对于任意 ，则存在有界集
使得

证：设 ，记 ，

且
次可加

同样地反过来考虑，左侧连续也可同理完成，于是 连续，则由介值定理⾃然成⽴。

2.2 Lebesgue可测



2.2 Lebesgue可测  

外测度的次可加性并不令⼈满意：它甚⾄不能做到不交集合的有限可加。但是有⼀个 代
数：它包含所有开集且⽀持可数可加。下⾯给出这个可测族的构造定义；

(Caratheodory: Lebesgue可测) 集合 可测，若 , 

⾸先能够直观看出⼀个可测集能够⽀持有限可加：

(有限可加) 若 可测， 是任何与 不交的集合，那么

证：

于是⾃然有分割性质

2.2a Lebesgue可测集构成 代数，部分性质  

我们⾃然好奇什么样的集合是Lebesgue可测的，接下来的⼀系列命题都是为了刻画这个性
质的。

1. (补集) 可测 可测

2. 外测度为0的集合可测

证：设 ，则
⽽左侧⼤于右侧是有限次可加性的推论，于是⽴刻有两侧相等。

3. (有限并) 可测集族的有限并可测

证：只需证明

同样反⽅向⾃然成⽴，于是⽴刻有两侧相等。

 

利⽤de Morgan律，⾃然也对有限交成⽴类似命题。从⽽可测集的对称差，相对补（也称差
集）也成⽴类似命题。

4. (可数并) 可测集的可数并可测



证：每个可测集的可数并 当然可以写成若⼲可测集的不交并：

于是不妨假设这⾥的可数并是不交可数并： ，那么每个 可
测。

于是对任意集合

但是对于不交有限可测族 ， （归纳可证, See 
P.31）

（简单证明：

，另外注意到取 就有⼀般的有限可加性）

于是

利⽤可数次可加，并令 ，有

得证。

4alt-a. (有限) 对于不交有限可测族 ，对任意集合 ，

4alt-b. (可数可加性) 是可测集的可数不交族，则 可测（4）且

证：只需 ，但是 ，令
即证。

4col. (容斥原理) 可测，那么

证：由4中结论，取

4col. (a: 可数情况) 对于不交可数可测族 ，对任意集合 ，

证：只需 。由外测度的单调性，
，这个不等式对全体 成

⽴，令 即证。

5. 区间可测

证：每个开区间都是闭区间的可数并，闭区间的补是两个⽆限开区间的并，并且⼀个区间关
于原点反射后可测性不变（将A⼀起反射即可，外测度不变的原因与平移不变相同），因此
只需 可测。



对于任意集合 ，不妨 ，否则去掉这样⼀个点不会改变外测度。

存在⼀个可数开区间族 覆盖 ，使得

于是只需

，最后⼀个等号是外测度退化为了区间长度。

同样地，

于是

令 得证。

6. 可测集的平移、反射、缩放可测

7. 开集可测：开集是可数开区间的并（有可数拓扑基：有理开球）

8.( 代数) 可测集族是⼀个包含Borel集的 代数，于是每个区间、开集、闭集、 集都
是可测的。 

 

接下来想问在Carathedory的定义中，集合 是否能限制在⼀些别的集合上且保持定义等价
性，答案是可以的，将 限制为区间仍然是成⽴的。

只需说明所有区间 ， 成⽴能够推出 , 

9. (Lebesgue可测的等价定义) 集合 可测，若 , 

证：由之前的讨论，设 有可数开区间族 覆盖 ，使得

从⽽同理5. 

令 得证。

（反向的论证是显然的，从⽽⾃然是等价的定义）

 

2.2b Lebesgue可测集的逼近，Littlewood第⼀原理



2.2b Lebesgue可测集的逼近，Littlewood第⼀原理  

1. （外逼近：开集或 集）

以下结论与 可测等价：

a. 每个 ，存在包含 的开集 使

b. 存在包含 的 集 使得

证：（可测 ）

如果 外测度有限：

存在 的可数开区间族 ，使得

于是记

但是由 可测，

如果 外测度⽆限：

⼀定能够写成可数个有限外测度的可测集族的⽆交并（
），设为 ，于是利⽤有限测度时已经完成的

结论，存在开集 包含 且

于是

（ ）

对每个 ，选取开集 包含 ，且

于是取 ，那么

（ 可测）

 

于是同理 有内逼近结果：闭集和 集。

 

另外有限外测度的可测集与有限个开区间的不交族相差⽆⼏：

2. （ 第⼀原理：开区间的有限不交族逼近） 为外测度有限的可测集，
开区间的有限不交族 。记 ，则

证：由外逼近定理，存在⼀个包含 的开集 ，使得



令 为开区间的可数不交族，于是

于是由于 的控制，

从⽽可以选取⾃然数 使得

取 ，于是 ，从⽽

且 ，综合两者即证。

 

2.2c Lebesgue测度性质  

定义在可测集上的外测度赋予了任何区间它的长度，平移不变且可数可加。

（连续性）若 是上升的可测可数集族，则

若 是下降的可测可数集族，且 ，则  

证：（上升）只需要考虑所有 ， ，记 ，那么

（下降）考虑 ，同理。

当然同理 中的做法，这有推⼴的结论：

条件同上，

 

(Borel-Canteli引理) 若 ， 为可测集的可数族，则⼏乎所有 属于⾄多
有限个

（我们称⼀个性质⼏乎处处成⽴如果其不成⽴的点集外测度为0）

证： 由于 ，于是由连续性有

于是⼏乎所有 不属于 ，从⽽属于⾄多有限多个 。

 

2.3 不可测集  

⾃然提问：是否存在不可测集？我们来说明Vitali的重要结果：正外测度的实数集⼀定存在
不可测⼦集。



(Vitali) 正外测度的实数集⼀定存在不可测⼦集。

我们⾸先给出⼀个引理：

(不可测集构造) 引理： 为有界的可测实数集，假定存在有界、可数⽆穷的实数集 ，使得
平移族 不交，那么

证：⾸先 有界，由可数可加性： ，⽽

故只能

 

回到Vitali定理的证明：设这个正外测度的实数集是 ，于是有界。考虑 的任意⼀组
代表元构成的选择出来的集合 （这要求选择公理！），我们说明 不可测。如果它可
测：

那么 ，但是由于 有界，上述并集的指标 范围可以修改到有理数集
并上⼀个有限区间。于是⾃然有界，可数⽆穷。由引理 ，从⽽

，⽭盾！

（⾃然的推论是这个 必然不可数⽆穷，否则就可测了）

于是⾃然我们终于可以回答， 是能够成⽴的：如果对于所
有的 , ，那么每个 可测，于是和Vitali定理⽭
盾。

 

2.4 Cantor集，Cantor-Lebesgue函数  

我们将利⽤Cantor集说明外测度零不⼀定意味着可数，可测集合也不⼀定是Borel集。

(Cantor集) 取 ，这样得到可数
集族 ，定义Cantor集

于是容易验证： 是下降的闭集族，并且对于每个 , 是 个不交闭区间的并集，每个
区间长度为 。

性质： 是闭的零测度的不可数集。

证：由于闭集族的交是闭的，从⽽ 闭，于是可测。利⽤ 知它零
测。

对于任意 中元素 ， 的三进制表⽰中第 位为

于是Cantor集中的元素与⼀列 构成的可数⽆限长的序列基数相同，但后者利⽤对⾓线法
可以说明是不可数的，于是 不可数。



于是这就说明了外测度为0不代表着可数。

 

（Cantor集的构造中相当于挖去正中间的 ，如果更改成 ，那么这样
得到的集合 可测且测度为 （利⽤测度的连续性），称为⼴义Cantor集。那么它关于

的补集（作为开集）是⼀个具有正测度边界的开集。）

 

同样，我们利⽤Cantor集构造出的Cantor-Lebesgue函数说明可测集合不⼀定是Borel集。

(Cantor-Lebesgue函数) 定义函数 , 

由于

于是 ⼀致收敛到某个函数 上，称它为 函数。

(Cantor-Lebesgue函数性质) Cantor-Lebesgue函数 是递增的连续函数，将 映到
，导数在 ，即Cantor集的补集上存在，并且在这个开集上导数恒为0。

证：递增是因为每⼀项 都是递增的，连续则是因为它是连续函数的⼀致收敛函数。

由上述构造很容易发现 的确在Cantor集的补集上分段为常数，从⽽就能说明结论，值域由
介值定理推出。

 

接下来指出映射 有着很独特的性质。

是严格递增的连续函数，且将Cantor集 映为正测度的可测集，但能够
将Cantor集 的某个⼦集映为不可测集。

证：严格递增和连续性显然。并且显然这个函数映满了

记 ，现在说明 （我们能采⽤ 是因为下⾯讨论能够蕴含可测
性）

当然 ，⽽ 保持了每个 长度不变，且 （保长的 和映出常数只
有平移效果的 ）

于是 ，从⽽



由Vitali定理， 有不可测⼦集 ，从⽽ 是Cantor的⼦集。

 

最后我们说明 集有⼀个不是 集的可测⼦集。

由于严格递增连续函数将Borel集映为Borel集（这不难验证）， 不可测，从⽽ 不
是Borel集。

 

接下来总结⼀些映射对集合性质的保持：

1. 连续函数可测集的像和原像都不⼀定可测。

证：像不可测已经在 函数的结论中证明过了。

对于原像，只需要考虑函数的反函数即可。

 

2. 函数 将零测集映为零测集， 集映为 集，将可测集映为可测集。

证：

a. 设 零测，于是

⽽设 ，就有

⽽后者当然也构成了 的L-覆盖，从⽽ ，这就
说明 零测。

b. 这只需要证明闭集被映成了闭集，⽽这是Lipschitz连续的⾃然推论。

c. 利⽤ 集对可测集的逼近即证。

 

3. Lebesgue可测函数  

3.1 可测函数  

本节的函数都是扩充实值函数

（Lebesgue可测函数）设函数 有可测定义域 ，以下四个命题等价：

1) 对每个实数 ， 可测



2) 对每个实数 ， 可测

3) 对每个实数 ， 可测

4) 对每个实数 ， 可测

满⾜这个性质的函数称为Lebesgue可测函数，并且这 可测

证： 显然

，因为

，因为

因为

（其实对于扩充实数 ， 依然可测，⽤若⼲⽆限开区间的原像取交即可）

（对每个实数 , 可测并不能反向推出 可测：因为取）

 

（判定） 条件同上，则 可测 每个开集 的原像可测

证： 显然， 是因为可以将 表⽰为有界开区间的可数并，⽽每个这样的区间当然可以
表⽰为

于是⾃然说明了 可测

（实际上：具有性质 可测的集合 构成了 代数，于是⾃然这⾥ 还可以换成Borel
集）

 

下⾯来看可测函数的性质：

1. 连续函数可测

证：每个开集在连续函数下的原像是开集和定义域的交，⾃然可测，由前述得证。

2. 定义在区间上的单调函数可测

证：显然

3. 若 在 上可测，且 ，则 可测。

证：设 不相同的点集为 ，



当然可测。

4. 的可测⼦集 ， 在 上可测  在 上可测。

证：

⽅向只需要注意到

 

我们⾃然想问可测函数是否能够通过代数运算导出可测函数。

但在这之前我们需要明确扩充实值函数的运算到底是如何进⾏的，因为异号⽆穷的和不恰当
定义。我们假定两个函数在 上 ，设 是使得 均有限的集合。那么

在 上如果可测，⾃然延拓在 上后可测。对于乘积结果同样成⽴。

 

（线性与乘积）令 为 上可测函数，在 上 ，那么对于任何
在 上可测； 在 上可测。

证：线性：

很容易注意到 可测 可测。于是只需 可测 可测。

于是

⾃然说明了可测。

乘积：

由于 ，于是只需说明 可测 可测。

对于 ，

对于 ，这个集合就是 ，于是说明了可测。

 

尽管可测已经有了如上的好性质，但是可测函数的复合依然可能不是可测的。

由于 ，这个递增连续函数将可测集映为不可测集，于是 将不可测集映为
可测集，再考虑这个可测集的指⽰函数 ，于是 尽管两者都是可测函数，但它们的
复合并不可数： 的原像上不可测集。

尽管有了这个令⼈沮丧的反例，只要再加强⼀下条件，复合的命题就能成⽴了：

（复合） 为 上的可测实值函数， 为 上的连续实值函数，那么 可测



证：

，

但 定义在 上且连续，于是 开，⾃然就有 可测。

 

（可以看到可测集的原像不⼀定可测是⼀般版本复合命题的本质困难，但是如果我们放宽到
可测， 为 的双射且有Lipschitz逆。那么 ，这源于先前已经证明的Lipschitz函
数的性质。）

 

（有限max,min）有共同定义域 的可测实数函数的有限族 ，那么对它们作⽤

得到的函数依然可测。

这是很容易的，

于是⾃然

这⾥的取最⼤最⼩值可以推⼴到上下确界（可数情况）

有共同定义域 的可测函数序列 都可测（⾃然sup情况同理。），

证：同样地，这是由于可测集的可数并（交）仍然可测。

3.2 逐点收敛，简单逼近，有界控制  

本章节接下来的⼩节都在描述逼近性质。

在称⼀个函数列收敛到某个函数时，接下来都假定它们有着共同的定义域。

我们⾸次看到可测函数相⽐之前的Riemann可积函数性质好在哪⾥：

(逐点收敛保持可测) ， 可测

证：设 零测，且 上

我们当然可以不妨 ，因为它们的可测性⼀样（零测集的⼦集⼀定可测）

对于点 ，

于是

但是可测集的可数交和并都可数，于是得证。

 



类似Riemann理论中的阶梯函数，Lebesgue理论中也有对应对应概念：简单函数。

（简单函数，典范表⽰）称⼀个可测集上实值函数简单，若它可测且仅取有限个值，于是每
个简单函数可以表⽰为可测集的指⽰函数的线性组合。

实际上，简单函数和阶梯函数是“差不多的”：闭有界区间 上的简单函数 ，对每个 ，
存在 上阶梯函数 和 的可测⼦集 使得 上 ，且

证：我们先来证明 是某个可测⼦集 的特征函数这⼀情况：这是由可测集被开区间的有限
不交族逼近保证的。再对简单函数的典范表⽰中的每个分量应⽤这⼀结果，选出若⼲有限的
。取交即证。

 

接下来的内容是可以预见的：逼近。

（简单逼近引理） 为 上可测实值函数，且在 上有界（已经蕴涵了 的可测性），则存
在 上简单函数 使得

证：设

考虑对 的⼀个分划 ，我们取充分⼩的分划长度

定义 可测，以及它们对应的指⽰函数

取

它⾃然满⾜ ，并且

 

于是有⼀个利⽤简单逼近刻画可测的结果：

（简单逼近定理）定义在可测集 上的扩充实值函数 是可测的 存在 上简单函数序
列 ，且 ，另外如果 ⾮负，这个简单函数列可以递增。

证： 简单函数可测，可测函数序列的逐点极限依然可测。

对于 ，可以假定 ⾮负，⼀般情况利⽤ 且简单函数的和与差仍为简单
函数完成。

我们这⾥先选出⼀个简单函数列

记

于是可以将简单逼近引理应⽤在 上，得到⼀组简单函数

在 外将 延拓为常值函数 ，这样得到了⼀个 上的简单函数。且
.



我们来说明 ，如果 ，设有⾃然数 使得 ，那么
对于 有 ，⾃然收敛。

如果 ，则 ，结论⾃然成⽴。

将 替换为 ，即得递增函数列。

 

（简单序列⼀致逼近）条件同简单逼近引理，存在 上得简单函数序列 ，使得
前者递增，后者递减并且它们都在 上⼀致收敛于

证：⼀致性可以同样利⽤简单逼近引理，递增只需取 ，递减同理。

（半简单序列⼀致逼近）称实值可测函数半简单，如果其仅取可数个值，对于任意 上可测
函数 ，证明存在 上半简单函数序列 ，在 上⼀致收敛于

证：简单逼近引理中将区间的有限分划修改为可数的分划，并且保证分划最⼤长度得到控
制，接下来的证明是相同的。

 

（有界控制）如果 上可测函数 ，那么对每个 ，存在
，使得 在 上有界，且

证：设 在 上有限，

记 可测，并且 ，且 上升、可测，于是由测度连续性
，那么当然能够使得 ，于是

 

3.3 Littlewood第⼆原理（Lusin）；第三原理（Egroff）  

我们先说明Littlewood所总结的三个原理的内容：

第⼀原理：每个可测集接近于开区间的有限并

第⼆原理：每个可测函数接近于连续函数

第三原理：每个逐点收敛的可测函数序列接近于⼀致收敛的函数序列。

 

（第⼆原理：Lusin定理） 为 上定义在 上的实值可测函数，对每个 ，存在 上连
续函数 和闭集 ，使得 上 ，

证：



a. 测度有限，且 为简单函数。

设 在 上取到 （ ），由可测集的内逼近知存在 ，

选取 ，于是 ，于是
由Tietze延拓可以将 延拓到 上

b. 测度有限，且  有限

由有界控制，可以选出与 相差⽆⼏的可测⼦集 使得 限制在其上成为有界函数。于是直
接假设 有界是合理的，从⽽简单逼近引理： 被简单函数⼀致逼近，对于每个简单函数
，由a存在⼀个闭集 使得存在⼀个连续函数 ， ，且

。

于是 ， 上连续函数 ⾃然⼀致收敛到 ，从⽽ 在 上连续，于是
利⽤Tietze延拓，命题⾃然成⽴。

c. ⽆限测度，且  有限

设

对每个 利⽤b，选出闭集 ，尽管它们的交 不⼀定闭，但
由于它可测，再使⽤闭集内逼近，使得最终的 与 相差⽆⼏，于是命题⾃然成⽴。

 

第⼆原理的闭集可以换为紧集：只需要将 替换为某个有界集合：考虑
，由测度的极限，当然有 使得它和 相差⽆⼏（差集测度可控），于是在 中应⽤
Lusin定理，由于有界⾃然得到了紧集。

 

然后是第三原理：我们现在对它的思路详细叙述。

第三原理希望告诉我们对于性质不错的函数逐点收敛⾏为和⼀致收敛⾏为相差⽆⼏。

这让⼈回想起分析中的：

Dini定理：紧集上的连续函数逐点单调地收敛到⼀个连续函数，那么这个收敛是⼀致的
（但很可惜，单调收敛要求还是⽐较⾼的）

Arzela-Ascoli定理，partial form：紧度量空间上等度连续的函数列逐点收敛则⼀致收敛

但是等度连续依旧要求很⾼，我们现在说明将逐点收敛则⼀致收敛放宽为逐点收敛“差不多”
⼀致收敛则可以将函数列的要求放宽，这也是第三原理的动机。

（第三原理：Egroff定理）有限测度集合 ，设可测函数列 在 上逐点收敛到实值函数
，则对每个 且在 上 ，



证：

（⽅法1.）

⾃然的⼀个思路是能不能找到⼀个单调收敛的函数列然后应⽤Dini定理呢？（既然写在这⾥
了那的确是可以的）

取

逐点收敛告诉我们 ，⽽ 是可测的。

由Lusin定理：对于每个 ，取紧集 ，使得有 上连续函数 限制在 上时和 相
等，并且

取 的交得到紧集

然后应⽤Dini定理： 在 上逐点收敛到 ，于是⼀致收敛到 于是

（⽅法2.）

夹层控制：⾮常雷同Dini定理的证明。

取

那么有升链 （最后⼀个包含号的意思是这个升链的并最终成为

以及降链

思路是增⼤ ，保证⼀致收敛，增⼤ 调节测度。

 

4. Lebesgue积分  

4.1 Riemann积分的缺陷  

我们重述上下Riemann积分的定义：(阶梯函数的Riemann积分略)

是阶梯函数且 上

是阶梯函数且 上

然⽽积分号下取极限在这种积分下需要很强的条件（⼀致性），⽽⼀般的逐点收敛不⼀定能
够满⾜保持Riemann积分值，甚⾄不能够保持Riemann可积性（Dirichlet函数）！另⼀⽅⾯
考虑到微积分基本定理，⼤跌眼镜的是存在⼀些函数的导数不能Riemann可积（即使导数有
界），同样Riemann可积的函数也不⼀定是某个函数的导数。



 

4.2 Lebesgue积分：有限测度集上的有界可测函数  

接下来三节我们将爬坡式地建⽴Lebesgue积分理论

⾸先是有限测度集上的简单函数的积分：

，其中右侧部分记号同简单函数 的典范表⽰。

很容易注意到即使 有⾮典范表⽰ ，只要 是可测⼦集的有限不交族，就有

然后是第⼀个性质：

（线性与单调性：有限测度集上简单函数） 为有限测度集 上的简单函数，则：

对于任何 ，

如果在 上 ，

证：对于线性，只需说明

这是很显然的。对于单调，只需利⽤线性性质考虑

 

然后是有限测度集上的有界函数：同样，类似Riemann积分的做法，定义上下Lebesgue积
分为：

简单且在 上

简单且在 上

（Lebesgue积分：有限测度集上的有界函数）如果有限测度集 上的有界函数 满⾜其上下

Lebesgue积分相同，则称这个公共值为 在 上的Lebesgue积分：

 

⾃然，闭有界区间上的有界函数如果Riemann可积就⼀定Lebesgue可积（注意阶梯函数简
单）



 

（可测函数可积） 为有限测度集 上的有界可测函数，则 在 上可积。

证：根据简单逼近引理取简单函数使得  即可。（注意：这⾥运
⽤了简单函数Lebesgue积分的单调性）

实分析的⼀个核⼼结果就是上述命题的逆也是正确的，这样就完全建⽴了可积性的刻画（这
⽐Riemann积分做的要好得多！）

 

于是⾃然有线性与单调性

（线性与单调性：有限测度集上有界可测函数） 为有限测度集 上的有界可测函数，
则：

对于任何 ，

如果在 上 ，

证：可积性显然，利⽤简单函数逼近取极限即可。

单调性同样利⽤线性考虑差的下积分即可。

 

（区域可加性：有限测度集上有界可测函数） 为有限测度集 上的有界可测函数， 为

的不交可测⼦集，则：

证：只需 ，其中 是可测集 的可测⼦集。

与 是⼀⼀对应的，下积分的情况同理。

 

（绝对值不等式：有限测度集上有界可测函数） 为有限测度集 上的有界可测函数，则

证：利⽤单调性，以及 即证。

 

（积分-极限换序，⼀致收敛条件：有限测度集上有界可测函数序列） 为有限测度集

上的有界可测函数序列，且⼀致地收敛到有界可测函数 ，则



证：取

利⽤绝对值不等式和单调性即证。

 

沮丧的是即使在 积分中，逐点收敛依然不能够保证积分号下取极限是合法的，但
是回想Littlewood第三原理：Egroff定理，我们知道可测函数的逐点收敛实际上与⼀致收敛
相差⽆⼏，于是利⽤它能够给出分析学中第⼀次出现的，条件更弱的积分-极限换序定理。

（积分-极限换序，有界收敛定理：有限测度集上有界可测函数序列）有限测度集 上的⼀

致有界的逐点收敛函数列 能够完成积分号下取极限：

证：右侧积分号合法性源于可测函数的逐点极限依然可测，由于⼀致有界，可设

Egroff定理保证可以选取 使得 上

再取 使得

得证。

 

4.3 Lebesgue积分：⾮负可测函数  

具有有限测度⽀撑 的函数的Lebesgue积分是可以被显然定义的：取为 ，只要

.（良定义性是显然的）

于是：

（Lebesgue积分：⾮负可测函数） 上⾮负可测函数 ，其在 上的积分被定义为：

有界，可测，有限⽀撑，且⾮负，

 

利⽤定义可以得到Chebyshev不等式： 为 上⾮负可测函数， ，则

证：取 ，

 

如果 ，取



(Motive: 经典套路：利⽤测度连续性质)

，且 ，是具有有限⽀撑的有界可测函数。

两侧取 ，不等式两侧都是⽆穷于是成⽴。

 

如果 ， 同样取

于是 ，得证。

 

（零性质） 为 上⾮负可测函数，则

证：

 由Chebyshev不等式， ，由测度的连续性，
，于是

 这个定义式中，

⼀定有 ，从⽽⾃然有

有界，可测，有限⽀撑，且⾮负，

 

（可积性，⽆穷性质） 为 上⾮负可测函数，则称 可积，若 ，这

证：考虑Chebyshev不等式，可知（由测度的连续性）

 

接下来有⼀些dirty work：

（线性与单调性：⾮负可测函数） 为 上的⾮负可测函数，则：

对于任何 ，

如果在 上 ，

证：线性性需要仔细检验。

单调性考虑有序关系成⽴集合的上确界也有序关系



以及类似的区域可加性性质依然成⽴。

 

再次回到积分号下取极限：

（Fatou引理：⾮负可测函数） 为 上的⾮负可测函数序列，如果在 上

，则

证： 是可以去掉的，因为零积分值性质向我们保证了改变函数在⼀个零测度集合上的取
值不会对积分结果有任何影响，因此假定 是合理的。

于是这样的情况下 是⾮负可测的。

那么只需要说明对于每个有界可测⾮负有限⽀撑且满⾜ 的函数，

（Motive: 我们希望应⽤有限测度集上有界可测函数的有界收敛定理，这⾥的条件 的选取
已经⾮常良好）

记 ，

于是 ，从⽽⼀致有界，并且在 外消失，并且每个 都是可测的。于是由
, 

于是利⽤有界收敛定理，

但是另⼀⽅⾯，对于每个 ， , 于是

（严格成⽴的例⼦是取 ）

（Fatou引理：推⼴） 为 上的⾮负可测函数序列，那么

证：我们在Fatou引理中取函数列为 ，那么结论⾃明。

（单调收敛定理：⾮负可测函数）令 为 上⾮负可测函数的递增序列，且在 上

，则

证：由递增性，

根据Fatou引理，

（这相当于完成了⾮负可测函数项级数的换序）



（注意：递减序列是不能使命题成⽴的：取 ）

 

（Beppo-Levi定理：⾮负可测函数）令 为 上⾮负可测函数的递增序列，如若积分序

列 是有界的，那么 上 有限的可测函数 ，且

证：取 为逐点极限（递增列当然存在扩充实数极限），由于单调收敛定理 ，

⾃然

 

4.4 ⼀般Lebesgue积分  

从⾮负进⼊⼀般的道路是考虑

于是

⾃然就有在 可测的前提下： 可积 可积

（Lebesgue积分：⼀般）称 上可测函数 在 上可积，如果 在 上可积，此时记积分

当 退化到⾮负可测函数时，这个定义是⼀致的。

于是4.3中的零性质（改变零测集上的函数值不影响积分）和⽆穷性质（可积
）在这⾥依然成⽴。

 

为了处理线性性质和单调性质，回想起分析中我们对级数讨论的类似结果是有⽤的。

（⽐较判别法） 为 上可测函数，如果⾮负函数 在 上可积且控制了 的绝对值：

，就有 在 上可积且

证明是利⽤⾮负可测函数上我们已经建⽴的积分理论。其中最后⼀个不等式是利⽤

 

为了说明线性性质，我们⾯临了和函数可测性讨论中出现的⼀样的问题：异号⽆穷点如何相
加。但是这⾥可积性保证了⽆穷函数值的点集是零测的，⾃然我们可以定义和函数的积分是
除去这样的点的集合上的积分。



于是接下来线性性质和单调性质以及区域可加性就显然了。

 

继续回到积分号下取极限的课题，这次我们有了：

（Lebsegue控制收敛定理：ver.1 - 恒定控制函数）令 为 上的可测函数序列，假定存
在 上的可积函数 ，且在 上 ，那么如若 ，则 在 上可

积，且

证：

我们现在是可以讨论 和 的。那么由 引理，

于是

同样地，讨论 和

有：

（Lebesgue控制收敛定理：ver.2 - 逐点收敛的控制函数）令 为 上的可测函数序列，
假定存在 上的⾮负可测函数列 ，且在 上 ，且在 上

。那么如若 ， ，则 在 上可积，且

证：将ver.1的证明中的 修改为 .

即：

（等号成⽴的原因是著名的不等式：
）

于是接下来的讨论就和之前⼀样是⾃然的了。

 

4.5 来换序吧！  

1. （ 空间的收敛） 是 上的可积函数序列，使得 上 ，且后者可

积。那么

 证：



 

考虑Lebesgue控制收敛定理， 被 在绝对值意义下控制。

但是 且当然满⾜Lebesgue控制收敛定理使⽤的条件，于是结论
⾃明。

 

2. （实轴上反常积分） 为 上⾮负可测函数，则

证：由于 被恒定的控制函数 控制，于是由Lebesgue控制收敛定理结论⾃明。

3. （积分 - 极限换序） 为 上的双变量实值函数 ，且固定每个
得到的关于 的函数是可测的。并且对于每个 ， ，且对每
个 ，有控制函数 ，其中 在 上可积。

那么

并且，如果 对每个 在 连续，那么积分函数 是关于 的连续函

数。

证：
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