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第一部分

预备内容

1



第一章 多复分析

首先引进一些记号：z = (z1, · · · , zn)代表 Cn中一点。对于 Cn中开集 U，记 C∞(U), C∞(Ū)

为 U 上/包含 Ū 的某个开集上有定义的光滑函数芽全体（后者需商去等价关系：若 f, g 分别在

某个包含 Ū 的开集上有定义，并且存在一个包含 Ū 的开集 V，使得 f, g 限制在 V 上相同，则

记 f ∼ g）。

考虑 Cn ∼= R2n 的余切空间，它由 {dxi, dyi} 张成，记 dzi = dxi +
√
−1dyi; dz̄i = dxi −√

−1dyi，那么它们也是余切空间的一组基。

这组基在切空间上的对偶基记为：
∂

∂zi
=

1

2
(
∂

∂xi
−
√
−1

∂

∂yi
);

∂

∂z̄i
=

1

2
(
∂

∂xi
+
√
−1

∂

∂yi
).

于是全微分公式变为 df =
∑ ∂f

∂zi
dzi +

∑ ∂f

∂z̄i
dz̄i。

1.1 Cauchy 公式

回想单复变中的结果，称 C∞ 函数 f 在开集 U ⊂ C 上是全纯的，如果
∂f

∂z̄
= 0；称它是

解析的，如果对于任何 z0 ∈ U，存在一个幂级数
∑∞

n=0 an(z − z0)
n，在某个圆盘 ∆(z0, ε) =

{z||z − z0| < ε} 上一致地收敛到 f，且绝对收敛。

单复分析的重要结果是：

定理 1.1.1. 对于单复变函数 f = f(z)，f 在开集 U 上全纯 ⇐⇒ f 在开集 U 上解析。

为了证明这个结果，我们来说明如下的 Cauchy 公式。

定理 1.1.2 (Cauchy 公式). 对于 C 中的一个开圆盘 ∆，f ∈ C∞(∆̄)，那么：

f(z) =
1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)dw

w − z
+

1

2π
√
−1

ˆ
∆

∂f(w)

∂w̄
· dw ∧ dw̄
w − z

证明. 对（复 (1, 0)− 型）微分形式 η =
1

2π
√
−1

· f(w)dw
w − z

在 ∆ −∆(z, ε) 上应用 Stokes 定理

（
´
∂D η =

´
D ∂̄η），得到：

1

2π
√
−1

ˆ
∂∆(z,ε)

f(w)dw

w − z
=

1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)dw

w − z
+

1

2π
√
−1

ˆ
∆−∆(z,ε)

∂f(w)

∂w̄
· dw ∧ dw̄
w − z

现在令 ε→ 0+，此时令 w − z = reiθ，那么：

1

2π
√
−1

ˆ
∂∆(z,ε)

f(w)dw

w − z
=

1

2π
√
−1

ˆ 2π

0
f(z + εeiθ) → f(z)

2



另一方面：dw∧dw̄ = −2
√
−1dx∧dy = −2

√
−1rdr∧dθ，于是 |∂f(w)∂w̄ · dw∧dw̄w−z | = 2| ∂f

∂w̄
dr∧dθ| ≤

c|dr ∧ dθ|，从而绝对可积，于是自然趋向于 0。
因此取极限后式子两端即变为 Cauchy 公式。

现在来证明定理 1.1.11.1.1。

证明. (定理 1.1.11.1.1)
首先假定全纯，即 ∂f/∂z̄ = 0，那么对于 z0 ∈ U，取充分小的圆盘 ∆(z0, ε) ⊂ U，那么由定

理 1.1.21.1.2，对于任何 z ∈ ∆：

f(z) =
1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)dw

w − z
=

1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)dw

(w − z0)(1−
z − z0
w − z0

)

=

∞∑
n=0

(
1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)dw

(w − z)n+1

)
(z − z0)

n

（最后的极限-求和交换是因为幂级数是内闭一致收敛的）
因此我们得到了一个在某个圆盘上一致收敛到 f 且绝对收敛的幂级数。

反过来，假定 f 可以在某个圆盘 ∆ 上表示成 f(z) =
∑

anz
n，绝对收敛，且一致地收敛到

f。由于
∂

∂z̄
(z − z0)

n = 0，于是对于 f 的部分和运用 Cauchy 公式，再利用一致收敛性取极限，
得到：

f(z) =
1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)dw

w − z

两侧作用 ∂/∂z̄，得到了：

∂

∂z̄
f(z) =

1

2π
√
−1

ˆ
∂∆

f(w)
∂

∂z̄
(

1

w − z
)dw = 0

从而全纯。

定理 1.1.3 (∂̄−Poincare 引理). 对于开圆盘 ∆ ⊂ C 和任何 g(z) ∈ C∞(∆̄)，
∂

∂z̄
f = g(z) 有解，

其中一个解为：

f(z) =
1

2π
√
−1

ˆ
∆

g(w)

w − z
dw ∧ dw̄

证明. 为了处理 ∆ 是开的这一问题，我们做出如下拆分：

对于任何 z0 ∈ ∆，选取一个 ε 使得 ∆(z0, ε) ⊂ ∆，将 g 拆分为 g1 + g2 使得 g1 在 ∆(z0, 2ε) 外

消失，而 g2 在 ∆(z0, ε) 内消失。

对于 g2，取 f2(z) =
1

2π
√
−1

ˆ
∆

g2(w)

w − z
dw ∧ dw̄，那么它在 ∆(z0, ε) 内是 C∞ 的。同时，

∂f2
∂z̄

=
1

2π
√
−1

ˆ
∆

∂

∂z̄
(
g2(w)

w − z
)dw ∧ dw̄ = 0

对于 g1，取 f1(z) =
1

2π
√
−1

ˆ
∆

g1(w)

w − z
dw ∧ dw̄，对 w− z 做极坐标换元可以立刻看出它的光滑

性（分母上的 w − z 项消失），并且令 u = w − z = reiθ 后有：

∂f1
∂z̄

=
1

2π
√
−1

∂

∂z̄

ˆ
C
g1(w) ·

dw ∧ dw̄
w − z
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=
1

2π
√
−1

∂

∂z̄

ˆ
C
g1(u+ z) · du ∧ dū

u

= − 1

π

∂

∂z̄

ˆ
g1(z + reiθ) · dr ∧ dθ

= − 1

π

ˆ
∂

∂z̄
g1(z + reiθ) · dr ∧ dθ

=
1

2π
√
−1

ˆ
C

∂

∂w̄
g1(w) ·

dw ∧ dw̄
w − z

= g1(z)

最后一步由 Cauchy 公式得到：g1 在 ∂∆ 上消失。

于是结合两者即证。

1.2 多复变函数

回忆全微分公式 df =
∑ ∂f

∂zi
dzi +

∑ ∂f

∂z̄i
dz̄i，记第一项为 ∂f，第二项为 ∂̄f。同样地，称

C∞ 函数 f 在开集 U ⊂ Cn 上是全纯的，如果 ∂̄f = 0，这等价于对于每个变量 zi，将 f 视作

zi 的函数时 f 全纯。

同样地，如果 f 能够处处局部地展开成多元幂级数
∞∑
I=0

∑
i1+···+in=I

ai1,··· ,in(z1 − w1)
i1 · · · (zn −

wn)
in，并且级数绝对收敛，那么称 f 在开集 U 上全纯。

定理 1.2.1. 对于多复变函数 f = f(z)，f 在开集 U 上全纯 ⇐⇒ f 在开集 U 上解析。

证明. 如果 f 解析，那么完全同定理 1.1.11.1.1的证明可以证明其全纯。
反过来，如果 f 是全纯的，仅以 f 为二元函数为例给出对应的幂级数，对于 z0 ∈ U ⊂ C2，取

∆ = ∆(z0, r) ⊂ U，对于 (z1, z2) ∈ U

f(z1, z2) = (
1

2π
√
−1

)2
ˆ
w2−z02=r

ˆ
|w1−z01=r

f(w1, w2)dw1dw2

(w1 − z1)(w2 − z2)

然后同理定理 1.1.11.1.1将 1

(w1 − z1)(w2 − z2)
展开为成幂级数

∑∞
m,n=0

(z1 − z01)
m(z2 − z02)

n

(w1 − z01)
m+1(w2 − z02)

n+1

即可，代入积分是即得到了一个幂级数的局部展开。

如同单复分析的情况，最大模原理依然成立。于是自然唯一性定理（连通开集上的全纯函

数如果在某个开集上相等，那么处处相等）也成立。

接下来将要介绍一个展现出多复分析和单复分析差异的结果。为了证明它，我们先来说明一个

多复分析版本的 ∂̄−Poincare 引理。

定理 1.2.2 (多复分析的 ∂̄−Poincare 引理). 假定 n ≥ 2，对于具有紧支集的区域 Ω ⊂ Cn 上的
(0,1)-形式 W = f1dz̄1 + · · ·+ fndz̄n（紧支集指各个 fi 都是紧支的），并且 suppW ⊂ Ω 且前者

为紧集。如果 ∂̄W = 0，那么存在 g ∈ C∞(Ω)，使得 ∂̄g =W，且 suppg 也是紧的。
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证明. 由于 ∂̄W =
∑n

k=1

∑n
t=1

∂fk
∂z̄t
dz̄t ∧ dz̄k = 0，可知 ∂f1

∂z̄k
= ∂fk

∂z̄1
。

构造 g(z1, z2, · · · , zn) = 1
2π

√
−1

˜
C
f1(w,z2,··· ,zn)

w−z1 dw ∧ dw̄ = 1
2π

√
−1

˜
C
f1(w+z1,z2,··· ,zn)

w dw ∧ dw̄。
由于

∂̄g =
1

2π
√
−1

n∑
k=1

¨
C

∂f1(w + z1, z2, · · · , zn)
∂z̄k

dw ∧ dw̄
w

dz̄k

=
1

2π
√
−1

n∑
k=1

¨
C

∂fk(w + z1, z2, · · · , zn)
∂z̄1

dw ∧ dw̄
w

dz̄k

=
1

2π
√
−1

n∑
k=1

¨
C

∂fk(w, z2, · · · , zn)
∂z̄1

dw ∧ dw̄
w − z1

dz̄k

=
1

2π
√
−1

n∑
k=1

(
∂

∂z̄1

¨
C

fk(w, z2, · · · , zn)
w − z1

dw ∧ dw̄)dz̄k

由多元的 Cauchy公式， 1
2π

√
−1

∂
∂z̄1

˜
C
fk(w,z2,··· ,zn)

w−z1 dw∧dw̄ = fk(z)，于是 ∂̄g =
∑n

k=1 fk(z)dz̄k =

W

设 suppW ⊂ ∆ = ∆(0, R)，那么在 Cn − ∆̄ 上，∂g = 0，即 g 在 Cn − ∆̄ 上全纯。

记 D = {z = (z1, · · · , zn)||z2| > R}，那么由支撑集的定义，在 D 上 f1 = 0。于是由 g 的构造

知 g 在 D 上为 0。那么考虑唯一性定理即有 g 在 Cn − ∆̄ 上为 0，从而 suppg 是紧集。

定理 1.2.3 (Hartogs 现象). 对于区域 Ω ⊂ Cn，K 是 Ω 的紧子集，并且 Ω−K 连通，那么任

何 Ω−K 上的全纯函数可以全纯地延拓到 Ω 上。

作为推论立刻得到多复变函数不存在孤立极点。

证明. 存在某个光滑函数 ϕ，使得紧集 suppϕ ⊂ Ω，并且在 K 的某个开邻域上恒取 1，定义
W = f · ∂̄ϕ。那么这样的 W 在 Ω上处处有定义，并且在 K 上取值为 0，并且 suppW ⊂ suppϕ。
由定理 1.2.21.2.2，由于 suppW 能被某个圆盘 ∆ 包含，并且 ∂̄W = ∂̄f · ∂̄ϕ 处处为 0。当然存

在一个 g 使得 ∂̄g =W，并且 suppg 为紧集。
同样，我们有 ∂̄g = 0 在 Cn − suppϕ 上成立，于是在其上全纯。但是另一方面 suppg 是紧

的，于是一定存在一个 Cn − suppϕ 的无界的连通分支 V，使得在其上 g = 0。（唯一性定理）

取 F = g + (1− ϕ)f，那么 ∂̄F = ∂̄g + ∂̄f(1− ϕ)− f · ∂̄ϕ = (∂̄g −W ) + ∂̄f(1− φ) = 0 在

Ω 上处处成立，于是全纯。

另一方面 ∂V ∩ supp ϕ 6= φ，于是 Ω∩V 6= ∅，并且在其上 F |Ω∩V = f |Ω∩V，于是由 Ω−K

的连通性和唯一性定理知 F |Ω−K = f。

1.3 Weierstrass 预备定理和除法定理

首先回忆在单复变中，每个非恒零的解析函数在任一点都能局部地写成 f(z) = (z−z0)nu(z), u(z0) 6=
0，于是作为推论立刻得到零点的孤立性。

接下来，我们研究多复变函数的零点的局部性态。

定义 1.3.1 (k 阶正则). 设 f(Z) = f(z1, · · · , zn) 是 Z = 0 ∈ Cn 的某个邻域上的全纯函数，如
果 zn = 0 是单全纯函数 f(0, · · · , 0, zn) 的 k 阶零点，则称 f 在 Z = 0 处对 zn 方向 k 阶正则。
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定义 1.3.2 (Weierstrass 多项式). 设 h(Z) = zkn + a1(z1, · · · , zn−1)z
k−1
n + · · ·+ ak(z1, · · · , zn−1)

是定义在 Z = 0 ∈ Cn 的某个邻域上的函数；ai(z1, · · · , zn−1) 都是在 0 ∈ Cn−1 的某个邻域上的

全纯函数，且 ai(0, · · · , 0) = 0, ∀i，那么称 h 是 zn 的 k 阶 Weierstrass 多项式。

自然，zn 的 k 阶 Weierstrass 多项式是 zn 方向上 k 阶正则的。我们将要证明这两者之间

的关系，首先先给出一个描述 k 阶正则函数零点局部性态的结果。

定理 1.3.3. 设 f(Z) = f(z1, · · · , zn) 在原点 Z = 0 ∈ Cn 的某个邻域上全纯，并且对 zn 方向

k 阶正则。那么存在一个 δ′ = (δ1, · · · , δn−1) 和 δn，使得 ∀Z ′ ∈ Dn−1(0, δ
′)（n − 1 维多圆盘）

⊂ Cn−1，f(Z) = f(Z ′, zn) 作为 zn 的全纯函数在圆盘 D1(0, δn) ⊂ C1 中有且仅有 k 个零点。

证明. 由单复变的零点孤立性定理，可以取 δn 充分小，使得 f(0, · · · , 0, zn) 作为 zn 的全纯函

数在 ¯D1(0, δn) 中有且仅有 zn = 0 这一个零点。

令 m = min|zn|=δn |f(0, · · · , 0, zn)|，由 ∂D1(0, δn) = {zn||zn| = δn} 的紧性知，当然存在一
个 δ′ = (δ1, · · · , δn−1)，对于任何 Z ′ ∈ Dn−1(0, δ

′) 和 zn ∈ ∂D1(0, δn) 均有:

|f(Z ′, zn)− f(0, · · · , 0, zn)| < m ≤ |f(0, · · · , 0, zn)|

从而由 Rouch 定理知 f(Z ′, zn) 和 f(0 · · · , 0, zn) 关于 zn 在圆盘 D1(0, δ1) 内的零点个数（计重

数）相等，于是得证。

我们希望将单复变中全纯函数的局部表示推广到多复变上，这即为接下来的定理描述的内

容。

定理 1.3.4 (Weierstrass 预备定理). 设函数 f(Z) 在 Z = 0 ∈ Cn 的邻域上解析，在 Z = 0 处

对 zn 方向 k 阶正则，则存在 Z = 0 的一个充分小邻域 U 和 U 上唯一确定的一个 zn 的 k 阶

Weierstrass 多项式 h(Z)，和一个在 U 上唯一确定的处处不为零的全纯函数 u(z)，使得如下成

立：

f(Z) = h(Z)u(Z), ∀Z ∈ U

证明. 由定理 1.3.31.3.3，取出满足要求的 Dn−1(0, δ
′) 和 δn。对于 Z ′ ∈ Dn−1(0, δ

′)，设其 k 个零点

为 b1(Z
′), · · · , bk(Z ′)。

由留数定理：设 h(z), g(z) 是分段光滑边界的有界闭区域 ¯Omega ⊂ C 的邻域上的全纯函
数，且 h 在 ∂Ω 上处处不为零。若 z1, · · · , zk 是 h(z) 在 Ω 内的 t1, · · · , tk 阶零点，那么：

k∑
i=1

tig(zi) =
1

2π
√
−1

ˆ
∂Ω
g(w)

h′(w)

h(w)
dw

令 h(zn) = f(Z ′, zn), g(zn) = zmn ，于是对于任意自然数 m，成立：

k∑
i=1

bmi (Z
′) =

1

2π
√
−1

ˆ
|w|=δn

wm ·

∂

∂w
f(Z ′, w)

f(Z ′, w)
dw

因此对于任意 m，
∑
bmi (Z

′) 是关于 Z ′ 的全纯函数。（在积分号下求导即可）

于是任意 b1(Z
′), · · · , bk(Z ′) 的对称多项式都可以表示成

∑
bmi (Z

′) 的多项式，从而都是 Z ′

的全纯函数。
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因此，令

h(Z) = h(Z ′, zn) =

k∏
i=1

(zn − bi(Z
′)) = zkn + a1(Z

′)zk−1
n + · · ·+ ak(Z

′)

是满足要求的Weierstrass 多项式。并且对于任何固定的 Z ′，h(Z ′, zn) 和 f(Z ′, zn) 在 D1(0, δn)

内零点相同。因此只需 f(Z)/h(Z) 在 Dn−1(0, δ
′)×D1(0, δn) 上全纯且处处不为 0，而这是显然

的。

下面证明唯一性。我们知道若使 f = uh，h 的零点被 f 的零点完全决定，另一方面 h 的首

项系数固定为 1，于是立刻就得到了唯一性。

作为定理 1.3.41.3.4的推论，我们有如下关于主解析集的结果，我们将在后文中使用它。

推论 1.3.5. 对于 zn 方向上正则的全纯函数 f(z1, · · · , zn)，其零点集到 zn = 0 的投影是某个

全纯函数零点集的有限覆叠。

定义 1.3.6 (解析集). 对于区域 Ω ⊂ Cn，称闭集 A ⊂ Ω 为解析集，如果 ∀z0 ∈ Ω，存在邻域

U(z0)，和其上的全纯函数 g1, · · · , gm 使得 A ∩ U(z0) = {z ∈ U(z0)|g1(z) = · · · = gm(z) = 0}。

定理 1.3.7. 区域 Ω 的解析集 A 一定是无处稠密的（没有内点）

证明. 如果内部 IntA 非空，设 z0 ∈ Ω 是 IntA 的聚点，那么 z0 ∈ Ω。从而存在 U(z0) ⊂ Ω 以

及其上全纯函数 g1, · · · , gm 使得 A ∩ U(z0) = {z ∈ U(z0)|g1(z) = · · · = gm(z) = 0}。
而 int A∩U(z0)是非空开集，且 g1, · · · , gm 在其上恒为 0，于是由唯一性定理 g1, · · · , gm ≡

0，故 z0 ∈ A。于是 IntA 既开又闭，又由 Ω 连通，于是只有 IntA = Ω，矛盾。

定理 1.3.8 (Riemann 延拓定理). 设区域 D ⊂ Cn，解析集 S ⊂ D，对于 D − S 上的全纯函数

f 满足 ∀z ∈ S，存在 z 的邻域 V (z) 使得 f 在 V (z)− S 上有界，那么 f 可以延拓到 D 上。

证明. 无妨 n ≥ 2，只需证明 ∀z ∈ S，存在一个邻域 U ⊂ D 使得 f |U−S 可以全纯延拓到 U

上。（唯一性定理保证了这些延拓一定相容）

通过平移无妨 z = 0 ∈ S，取充分小邻域 V 使得 f 在 V − S 上有界，f1, · · · , fm 为 V

上全纯函数使得 S ∩ V = {z ∈ V |f1(z) = · · · = fm(z) = 0}。当然可以选取 f1 使得 f1 6≡ 0，

f1(0, · · · , 0, zn) 6≡ 0 在 V 上处处成立。

由于 S 是无处稠密的闭集，于是存在 δ0 > 0 使得 f1(0, · · · , 0, zn) 6= 0, ∀|zn| = δ0，因此

{z ∈ V |z = (0, · · · , 0, zn), |zn| = δ0} ⊂ V − S。然而由于 V − S 是开集，一定存在 r0 > 0 使得

{z = (z1, · · · , zn−1, zn)||zj | < r0, j = 1, · · · , n− 1, |zn| = δ0} ⊂ V − S.

记 U := {z = (z1, · · · , zn−1, zn)||zj | < r0, j = 1, · · · , n− 1, |zn| < δ0}，定义 F : U → C 为

F (z1, · · · , zn−1, zn) =
1

2π
√
−1

ˆ
|ξ|=δ0

f(z1, · · · , zn−1, ξ)

ξ − zn
dξ

容易验证它是 U 上的全纯函数。

对于固定的 (z1, · · · , zn−1)使得 |zj | < r0, j = 1, · · · , n−1，取 ϕ(zn) := f(z1, · · · , zn−1, zn)，

其中 |zn| < δ0, (z1, · · · , zn) /∈ S。由单复变的零点孤立性，{z = (z1, · · · , zn−1, zn) : |zn| ≤ δ0}∩S
是孤立点集，且 f 在 U − S 上有界，于是可以全纯延拓。从而由 Cauchy 积分公式：

f(z1, · · · , zn−1, zn) = ϕ(zn) =
1

2π
√
−1

ˆ
|ξ|=δ0

ϕ(ξ)

ξ − zn
dξ = F (z1, · · · , zn−1, zn), ∀(z1, · · · , zn−1, zn) ∈ U−S.
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在本节剩余部分，我们将研究全纯函数芽环的代数性质。

注记. 这部分中用到的非显然的代数结果是：R 是 UFD，u, v ∈ R[t]互素，那么存在 α, β ∈ R[t]

互素，使得 αu+ βv = γ，并且 γ ∈ R, γ 6= 0。

定义 1.3.9 (全纯函数芽环). 考虑全体在 0 ∈ Cn 的任一邻域上的全纯函数构成的集合，其上定
义等价关系：f ∼ g ⇐⇒ ∃W ⊂ U ∩ V, f |W = g|W，其中 U, V 为 f, g 的定义域。容易验证这个

集合商去等价关系在自然的运算下构成了一个环，称为全纯函数芽环 On = On,0。一般地，将 0

换为任意一点 z ∈ Cn 得到的环记为 On,z

由唯一性定理，可以很容易地证明 On,z 是整环。特别地它还是一个局部环，因为有着显然

的映射 ev : On,z → C。

命题 1.3.10. 如果 f, g 在 On,z 中的像是互素的；那么存在 ε使得对于任何 z′ 满足 ||z′−z|| < ε，

都有 f, g 在 On,z′ 中的像也是互素的。

证明. 无妨 z = 0，f, g 都是对 zn 方向正则，并且 f, g 是 Weierstrass 多项式。另外对于任何充
分小的 (z1, · · · , zn−1) ∈ Cn−1，有 f(z1, · · · , zn) 6≡zn 0。

于是由前文提及的代数性质，有

αf + βg = γ, α, β ∈ On−1[w], γ ∈ On−1

在 0 的某个邻域上成立。

如果对于某个 z0 ∈ Cn，使得 z0 的前 n − 1 个分量满足前文充分小的假定。f, g 在芽环

中不互素，那么首先 f, g 不能都是单位：因为极大理想的性质保证了它们一定互素。于是假定

f(z0) = g(z0) = 0，如果它们在 On,z0 有公因子 h(z1, · · · , zn−1, zn)。自然 h(z0) = 0，那么：

h|f, h|g =⇒ h|γ =⇒ h ∈ On−1

因此 h 在固定前 n− 1 个分量下满足 h≡zn0，这与前文 f 的假定矛盾。

因此我们说明了对于充分小的 z0 都有互素的性质保持，而这就是目标结果。

为了更好地研究 On 的代数性质，我们证明如下重要结果。

定理 1.3.11 (Weierstrass 除法定理). 设 h ∈ On−1[zn] 为 k 阶 Weierstrass 多项式，那么
∀f ∈ On，存在唯一的次数小于 k 的 Weierstrass 多项式 r ∈ On−1[zn]，以及 g ∈ On，使得：

f = g · h+ r

证明. 首先证明唯一性，如果 f = g1h+ r1 = g2h+ r2，那么 (g1− g2)h = r2− r1。如果 g1 6≡ g2，

那么由定理 1.3.41.3.4，(g1 − g2)h 是对 zn 方向 k 阶正则的；但是 r2 − r1 次数不超过 k，于是不可

能是对 zn 方向 k 阶正则的，这就引发了矛盾。
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再来证明存在性。下面我们无妨将 f, g, h, r 都看做它们在一个充分小多圆盘区域 ∆ 上的代

表元。取

g(z1, · · · , zn−1, zn) =
1

2π
√
−1

ˆ
|wn|=rn

f(z1, · · · , zn−1, wn)

h(z1, · · · , zn−1, wn)(wn − zn)
dwn

那么

r = f − gh = r(z1, · · · , zn−1, zn)

=
1

2π
√
−1

ˆ
|wn|=rn

f(z1, · · · , zn−1, wn)

h(z1, · · · , zn−1, wn)

h(z1, · · · , zn−1, wn)− h(z1, · · · , zn−1, zn)

wn − zn
dwn

由于 h(Z) 是 zn 的 k 次 Weierstrass 多项式，那么 h(z1,··· ,zn−1,wn)−h(z1,··· ,zn−1,zn)
wn−zn 是 wn − zn 的

k − 1 次 Weierstrass 多项式。于是 r(Z) 也是 Weierstrass 多项式，且次数不超过 k − 1。

注记. 另外，考虑多项式的带余除法后可以注意到 f ∈ On−1[zn] 则立刻有 g ∈ On−1[zn]。

接下来我们研究芽环 O 的分解性质，首先证明如下引理。

引理 1.3.12. Weierstrass 多项式 h ∈ On−1[zn] 是不可约的 ⇐⇒ 它在 On 中是不可约的。如

果 h 是可约的，那么存在两个 Weierstrass 多项式 h1, h2 使得 h = h1h2。

证明. 只需证明 h 在 On−1[zn] 中可约 ⇐⇒ 它在 On 中可约。

如果 h1, h2 ∈ On−1[zn] 且在其中都不是单位，并且 h = h1h2。只需证明它们不是 On 的单

位。如果 h1 是单位，那么 h2 = h−1
1 h，那么对 h2, h 应用第 1.3 节第 1.3 节知 h−1

1 ∈ On−1[zn]，与 h1 非

On−1[zn] 中的单位矛盾。

如果存在非单位的 f1, f2 ∈ On，使得 h = f1f2。由Weierstrass预备定理（定理 1.3.41.3.4）知存在
On 的单位 u1, u2 和Weierstrass多项式 h1, h2，使得 fj = ujhj , j = 1, 2。从而 h = (u1u2)(h1h2)，

那么比较零点处阶数知 d(h1) + d(h2) = d(h)。

现在对 h, h1h2 应用 Weierstrass 除法定理（定理 1.3.111.3.11）, 由唯一性知只能有商为 u1u2，

余数为 0。从而 u1u2 也是 Weierstrass 多项式（第 1.3 节第 1.3 节），于是只能是 1。

我们现在终于能够给出芽环的几个重要性质了。

命题 1.3.13. On 是 UFD 环。

证明. 归纳证明。定义 O0 = C，假定 On−1 是 UFD，那么由 Gauss引理知 On−1[zn]也是 UFD。
由 Weierstrass 预备定理（定理 1.3.41.3.4），假定 f 在 zn 方向是正则的（f(0, · · · , 0, w) 6≡ 0），那么

取 f = gu，u 是单位，g ∈ On−1[zn]。

由 UFD 性，g 可以在不计单位的意义下唯一地分解成 g = g1 · · · gm。如果 f = f1 · · · fk 是
On 中的不可约分解，当然每个 fi 也是在 zn 方向正则，fi = g′i · u′i，则：

f =
∏

u′i ·
∏

g′i = u
∏

gi

由于
∏
g′i 和 g =

∏
gi 都是 Weierstrass 多项式，由定理 1.3.41.3.4的唯一性知 g =

∏
gi，于是由

UFD，gi 和 g′i 至多相差单位，从而说明了 On 也是单位。

命题 1.3.14. On 是 Noetherian 环。
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证明. 仍然使用归纳法，假定 On−1Noetherian，那么 On−1[zn] 也是。对于任何 On 的理想 I，

固定一个非零的 h ∈ I，由 Weierstrass 除法定理（定理 1.3.111.3.11）∀f ∈ I，有 f = gh+ r。于是

r = f − gh ∈ I，故 r ∈ I ∩ On−1[zn]。

由于 Noetherian 性，I ∩On−1[zn] 有限生成，于是 I 可以由这些生成元和 h 生成，从而有

限生成，从而 OnNoetherian。

定理 1.3.15 (Weak Nullstellensatz). 若 f ∈ On 是环中的不可约元，并且 h ∈ On 在 f(Z) = 0

这一零点轨迹上消失，那么在 On 中 f |h。

证明. 由于仅仅让 f 改变一个单位，于是由 Weierstrass 预备定理（定理 1.3.41.3.4）可以假定 f 在

zn 方向正则并且 f ∈ On−1[zn]。

由于 f 是不可约的，于是 f,
∂f

∂zn
在多项式环 On−1[zn] 中是互素的。（考虑引理 1.3.121.3.12知 f

在多项式环中也是不可约的）

于是存在 α, β ∈ On−1[zn], γ ∈ On−1, γ 6= 0 使得 αf + β
∂f

∂zn
= γ。

如果对于固定的 Z0，f(Z0, zn) ∈ C[zn]有重根 zn = u，那么此时 f(Z0, u) =
∂f

∂zn
(Z0, u) = 0，

于是 γ(Z0) = 0。因此在 γ(Z) 非零时，将 f(Z, u) 视作 u 的 k 次多项式，那么它有 k 个互不相

同的单根。

由 Weierstrass 除法定理（定理 1.3.111.3.11）h = fg + r, r ∈ On−1[zn]。对于某个固定的 Z0 使

得 γ(Z0) 6= 0，h(Z0, w) 至少有 k 个不同的根（关于 w 的方程），于是 r(Z0, w) 也是如此。但

是 r 次数不超 k，于是只有 r(Z0, w) = 0, ∀w。
那么利用唯一性定理，r 一定恒为 0，从而 h = fg 成立。

1.4 解析簇

回忆定义 1.3.61.3.6，那里定义的解析集也称解析簇。更进一步，如果解析簇 V 可以局部地由一

个全纯函数的零点集描述，那么称为主解析集，自然在一般情况下它是余 1 维的。
称解析簇 V 不可约，如果它不能表示成两个真子簇的并。称它在 p ∈ V 处不可约如果存在

一个小邻域 U ′ 使得 V ∩ U ′ 是不可约的。

命题 1.4.1. 对于不可约元 f ∈ On，由 V = {f(z) = 0} 定义的某个 0 的邻域的主解析集在 0

处是不可约的。

证明. 如果 V = V1 ∪ V2，那么存在全纯函数 f1 在 V1 上处处为 0，但在 V2 上不是；同时也存

在 f2 在 V2 上处处为 0，但在 V1 上不是。由零点定理（定理 1.3.151.3.15）f |f1f2。然而 f 是不可约

元，于是是素元。因此 f |f1, f |f2 至少成立一个。不妨 f |f1，那么 f1 在 V2 上也处处消失，矛

盾。

接下来我们介绍主解析集和解析簇的一些局部性质：

1. 对于 0 的某个邻域的主解析集 V = {f(z) = 0}，由于 On 是 UFD，于是有不可约元分
解 f = f1 · · · fm。设这些因子对应的主解析集为 V1, · · · , Vm，于是 V = V1 ∪ · · · ∪ Vm。很容易
验证这样的表示是唯一的。
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于是对于主解析集 V 上任何一点 p，V 可以在 p 的邻域内唯一地局部表示为有限个主解析

集的并。

2. 设 W 是由 f, g = 0 定义的在 0 的某个邻域中的解析簇。如果它不包含一个子主解析集，

那么一定有 f, g 互素。如果 W 不包含直线 {(z1, · · · , zn−1) = 0}，当然可以通过一些操作使得
{f(z) = 0}, {g(z) = 0} 都不包含它。于是可以无妨假定 f, g 都是 zn 的 Weierstrass 多项式（因
为在局部上乘以一个单位并不会影响解析集）

令 γ = αf + βg ∈ On−1, α, β ∈ On−1[zn]。我们现在证明 W 在投影映射 π : Cn → Cn−1 下

的像正是 γ 的零点集。

由Weierstrass除法定理，取 α = hg+r，那么 γ = rf+(β+hf)g。如果对于某个 z ∈ Cn−1，

γ 在其上消失但是 f, g 在 π−1(z) 中没有公共零点。因此 r 在 g 的所有零点上都消失（这里讨

论的是某个固定的 π−1(z) 上情况），因此由 deg r < deg g 知 r 在其上恒为 0，于是 β + hf 也

是如此。因此在 γ − π(W ) 的原像上，r, β + hf 都恒为 0，然而 r, β + hf 是互素的，于是矛

盾。（因为它们不可能生成出常函数 1）

于是我们证明了 π(W ) 是 Cn−1 中原点附近的主解析集。那么对主解析集应用推论 1.3.51.3.5，
即可得到 W 到某个 Cn−2 子空间的投影是有限覆叠。

3. 设 V ⊂ U ⊂ Cn 是某个在 0 ∈ V 处不可约的解析簇，使得对于任何充分小的 0 的邻域
∆，π(V ∩∆) 包含 0 在 Cn−1 中的某个邻域。其中 π : Cn → Cn−1 是投影映射。

设在 0 处 V 由 f1, · · · , fk 描述。如果 fi 没有公因子，那么 V 一定包含在两个互素的全纯

函数决定的解析集中。那么由 2.π(V ∩∆) 一定是一个 Cn−1 的真子簇。但是解析集是无处稠密

的（定理 1.3.71.3.7），于是这和 π(V ∩∆) 包含某个邻域矛盾。因此全体 fi 有公因子，设最大公因

子为 g。

于是 V = {g = 0} ∪ {f1/g = · · · = fk/g = 0}。由不可约性，只有 V = {g = 0}，从而 V 是

主解析集。

以上 1∼3 向我们展示了解析集的局部性态，对于一般的解析集我们也有类似结论。

1. 任何解析簇在其上某点局部可以表示为若干不可约子簇的并，并且这些子簇互不包含。
2. 任何解析簇都可以局部地表示成一个多圆盘到其上的主解析集的有限覆叠。
3. 如果 V ⊂ Cn 不包含直线 z1 = · · · = zn−1 = 0，那么 V 与 0 的邻域在投影映射

π : Cn → Cn−1 下的像是 Cn−1 的解析子簇。
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第二章 复流形

2.1 复流形

定义 2.1.1 (复流形). M 是 C2 的 Hausdorff 空间，其上有一组开覆盖坐标卡 {(Uα, φα)} 和 Uα

到 Cm 的某个开集的同胚映射 φα : Uα → Cm。并且 φα ◦φβ−1 : φβ(Uα ∩Uβ) → φα(Uα ∩Uβ) 是
全纯映射。

那么称 M 是 m 维复流形。

称开集 U ∩M 上的函数是全纯的，如果将其拉到坐标域上是全纯的；同样地可以定义复流
形之间的全纯映射。

自然，m 维复流形是 2m 维实流形；但是反过来不一定成立。

例子. 1.1 维复流形称为 Riemann 曲面。
2.CPn 是 n维复流形，它有显然的坐标卡：CPn = ∪n+1

i=1 {zi ̸=0}。另外 CP 1 同构与 Riemann
球面 C ∪ {∞}

3. 设 Λ = Z2n，那么 Cn/Λ 自然有着复流形结构，称为复环面 (Complex tori)。
4.C2 −{0} 在 z 7→ 2z 作用下的轨道空间称为 Hopf 曲面，可以验证它是紧复流形但不能被

嵌入任何一个 CPn。

一般地，对于覆叠 π : M → N，如果 N 是复流形，那么这诱导出了 M 上的复流形结构。

如果 M 是复流形，如果 M 的所有保持投影映射 p : M → N 的自同胚都是全纯的 M 到自身

的全纯映射。

将复流形 M 视作 2m 维实流形，那么它自然有（实）切空间 TR,p(M) = R{ ∂

∂xi
,
∂

∂yi
}，于

是有复化的切空间

TC,p(M) = TR,p(M)⊗R C = C{ ∂

∂xi
,
∂

∂yi
} = C{ ∂

∂zi
,
∂

∂z̄i
}

特别地，称 C{ ∂

∂zi
} 为全纯切空间 T ′，类似地定义反全纯切空间 T ′′。于是自然 T = T ′ ⊕ T ′′

任何流形间的光滑映射诱导了实切空间的切映射，于是通过张量积诱导了复切空间的切映

射。但一般情况下这并不能诱导全纯切空间的映射。实际上我们有：

命题 2.1.2. f :M → N 是全纯的 ⇐⇒ 对每一点 p ∈M，f∗(T ′
p(M)) ⊆ T ′

f(P )(N)

证明. 设 p, f(p) 的局部坐标系分别为 {zi}, {wi}。由于

∂

∂zi
=

m∑
β=1

∂fβ

∂zi
· ∂

∂wi
+

m∑
β=1

∂fβ

∂z̄i
· ∂

∂w̄i
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那么由全纯映射定义命题显然。

上述证明实际上用到了映射在不同基下的 Jacobian，这部分内容是简单的，只证明如下结
果。

命题 2.1.3. 相同维数的复流形间的全纯映射是保定向的。

证明是简单的，只需注意 Jacobian 的行列式是一个非负实数。特别地，dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧
dxn ∧ dyn = (

√
−1
2 )n(dz1 ∧ dz̄1) ∧ · · · ∧ (dzn ∧ dz̄n) 是一个自然的被保持的定向。

2.2 子流形和子簇

定理 2.2.1 (反函数定理). 设 U, V 是 Cn 的开集，0 ∈ U ,f : U → V 是全纯映射，并且 f 在 0

处的 Jacobian(∂fi/∂zj) 非零。那么 f 在某个充分小的 0 的邻域上是全纯同构。

证明. 考虑它作为 R2n 之间的映射知其 Jacobian 非零，于是由实数版本的反函数定理，f 在 0

附近有光滑反函数 f−1。而 f−1(f(z)) = z，于是：

0 =
∂

∂z̄i
f−1(f(z)) =

(∑
k

∂f−1
j

∂zk
· ∂fk
∂z̄k

+
∑
k

∂f−1
j

∂z̄k
· ∂f̄k
∂z̄k

)
j

于是可知以下矩阵乘积 (
∂f−1

∂z
) · (∂f

∂z
) = O，由后者非奇异知前者为 0，从而 f−1 全纯。

定理 2.2.2 (隐函数定理). 设 f1, · · · , fk ∈ On，且 det
(
∂fi
∂zj

(0)

)
i,j

6= 0，那么存在 w1, · · · , wk ∈

On−k 使得在某个 0 ∈ Cn 的邻域内：

f1(z) = · · · = fk(z) = 0 ⇐⇒ zi = wi(zk+1, · · · , zn)(1 ≤ i ≤ k)

证明. 由通常的隐函数定理，只需证明构造出的 w 是全纯的。

同样，记 z = (zk+1, · · · , zn), k + 1 ≤ α ≤ n：

0 =
∂

∂z̄α
(fj(w(z), z)) =

∂

∂z̄α
fj(w(z), z) +

∑ ∂wk
∂z̄α

· ∂

∂wk
fj(w(z), z) +

∑ ∂w̄k
∂z̄α

· ∂

∂w̄k
fj(w(z), z)

=
∑ ∂wk

∂z̄α
· ∂

∂wk
fj(w(z), z)

同样由非奇异性可以推出
∂wi
∂z̄j

= 0，得证。

接下来证明全纯映射的一个重要性质：

命题 2.2.3. 开集 U, V ⊆ Cn，对于全纯双射 f : U → V，其 Jacobian 行列式处处非零，于是
f−1 也是全纯的。从而全纯双射和全纯同构是等价的。

证明. 对 n 归纳，n = 1 的情况是显然的。设 U, V 上有坐标 z1, · · · , zn;w1, · · · , wn，如果 f 的

Jacobian 有秩 k，无妨
(∂fi
∂zj

(0)
)
1≤i,j≤k 非奇异，那么由隐函数定理：

z′i = fi(z), (1 ≤ i ≤ k); z′j = zj , (k + 1 ≤ j ≤ n)
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是一个 0 附近的全纯坐标系。
现在 f : U → V 将 z′1 = · · · z′k = 0 一一地映到 w1 = · · · = wk = 0，并且 f |z′1=···=z′k=0 的

Jacobian(∂fα/∂zβ) 是奇异的（考虑上三角分块矩阵行列式）
因此由归纳假设，只能 k = 0 或 n，即只要 Jacobian 不满秩则一定为零矩阵。因此 f 将

det J(f) = 0 的轨迹的每个连通分支映为若干单点。然而 f 是双射，并且 det J(f) = 0 的轨迹

的每个连通分支只要非空，就一定不是一个单点（非孤立点性）。因此由 f 是双射知这样的情况

不会出现。从而说明了 Jacobian 处处满秩。

注记. 在实 C∞ 映射情况下这个结果不成立：t→ t3 是双射但没有光滑的反函数。

定义 2.2.4 (子流形). 称复流形 M 的一个子流形 S 为 M 的一个子集满足以下两个条件之一：

1. S 在局部上可以表示成 k 个全纯函数 f1, · · · , fk 的公共零点，并且 det(∂fi
∂zj

) 6= 0

2.S 在局部上可以表示成开集 U ⊂ Cn−k 在映射 f : U →M 下的像，并且 rank J(f) = n−k
这两个条件是等价的，因为隐函数定理 (定理 2.2.22.2.2)。
自然，这样的 S 有一个从 M 中继承的 n− k 维复流形结构。

定义 2.2.5 (子解析簇). 复流形 M 的一个子解析簇是一个子集 V，并且它能够局部地表示为有

限个全纯函数的零点集。

称 p ∈ V 是光滑点，如果它局部上是一个子流形。i.e.V 在局部上是有 f1, · · · , fk 给出的，
并且 det(∂fi

∂zj
) 6= 0。

全体光滑点构成的集合记为 V ∗，p ∈ V − V ∗ 中的点称为奇异点，奇异点集 Vs = V − V ∗。

称 V 光滑（或非奇异）如果 V = V ∗。

特别地，对于一个主解析集 V ⊂ M，我们可以定义一个点的阶数：multp(V ) 定义为最大

的 m 使得 f 的直至的 m− 1 阶任意混合偏导数为 0.

命题 2.2.6. 奇异点集 Vs 被一个非 V 的子解析簇包含。

命题 2.2.7. 解析簇 V 是不可约的 ⇐⇒ V ∗ 是连通的。

证明.

最后再给出两个重要概念的定义。

定义 2.2.8 (解析簇的维数). 称不可约解析簇的维数为其光滑点集作为复流形的维数。如果一个
解析簇的各个不可约解析簇的维数都相同（设为 k），那么定义它的维数也是 k。

定义 2.2.9 (切锥). 对于流形中的一个解析簇 V，定义 Tp(V ) ⊂ T ′
p(M)（全纯切空间）, 如果 V

是主解析集，其在 p 点处附近由全纯函数 f 决定。考虑 f 在 p 处的幂级数展开，将其按照齐次

部分整理得到：f(z1, · · · , zn) = fm(z1, · · · , zn) + fm+1(z1, · · · , zn) + · · ·

定义切锥为 {
∑
αi

∂

∂zi
|fm(α1, · · · , αn) = 0}。

对于一个一般的解析集和其上一点 p，考虑全部在 p 点局部上包含 V 的主解析集，它们的

切锥的交定义为这个解析集在 p 处的切锥。
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注记. 如果 V 在 p 处是光滑的，那么切锥自然就是作为 V 子流形的切空间。事实上，仿照微分

几何的思路，切锥正是全体簇上的全纯的曲线 [0, 1] → V 的切线的集合（考虑一个具有尖点的

曲面，它的切锥正是一个圆锥）

类似前面定义的主解析集的阶数，定义一个一般的 k 维解析簇的阶数为第一章末尾中提及

的覆叠的叶数。特别地，V 在 p 处光滑 ⇐⇒ multp(V ) = 1。更一般的，如果 W ⊂ V 是一个

子簇，那么定义 multW (V ) 是将 W 取为一般情况点时的阶数。

注记. 上文中的一般情况 (generic cases) 是指所有例外情况的点构成的集合能被一个维数严格
更小的解析簇包含。

2.3 De Rham 上同调和 Dolbeault 上同调

对于一个流形，其上实值微分形式以及微分算子自然诱导出了实值 De Rham 上同调群

Hp
dR(M,R)，对于复值微分形式，同样诱导出了 De Rham 上同调群 Hp

dR(M)，自然 Hp
dR(M) ∼=

Hp
dR(M,R)⊗R C。
对于 n 阶外微分

∧n T ∗
C,z(M) =

⊕
p+q=n

(∧p T ∗′
C,z(M)

∧q T ∗′′
C,z(M)

)
，、、即 An(M) =⊕

p+q=nA
(p,q)(M)。

正如之前指出的，Ap,q(M) 中的元素称为流形上的 (p, q)− 阶形式。其中 p 为全纯阶数，q

为反全纯阶数。对于外形式 A∗(M) 中的元素，自然可以将其分离成若干 (p, q)− 阶形式的和：
ϕ =

∑
πp,q(ϕ)。

现在考虑一个 (p, q) 形式 ϕ，外微分算子 d 作用在 ϕ 上得到了一个 A(p+1,q) ⊕ A(p,q+1) 中

的像。

现在我们定义两个算子：

∂ : Ap,q → Ap+1,q : ϕ 7→ π(p+1,q) ◦d(ϕ)；∂̄ : Ap,q → Ap,q+1 : ϕ 7→ π(p,q+1) ◦d(ϕ)，于是 d = ∂+ ∂̄。

对于一个局部坐标系统，其上的 (p, q)− 阶形式 ϕ =
∑

|I|=p,|J |=q

ϕIJ(z)dzI ∧ dz̄J，上述两个

算子作用后的结果为：

∂̄ϕ =
∑
I,J,i

∂

∂z̄i
ϕdz̄i ∧ dzI ∧ dz̄J

∂ϕ =
∑
I,J,i

∂

∂zi
ϕdzi ∧ dzI ∧ dz̄J

特别地，称 (p, 0)− 形式为全纯的如果 ∂̄ϕ = 0。如果 ϕ =
∑

|I|=p φIdzI，那么它全纯 ⇐⇒ φI

均为全纯的。

即：全纯 p 形式是指各分量都全纯的 (p, 0) 形式。

现在考虑流形M,N 间的映射 f :M → N，如果它是全纯的，那么 f∗ 保持全纯切空间和反

全纯切空间，因此 f∗(Ap,q(N)) ⊆ Ap,q(M)，注意对于余切空间这是反变的；并且 ∂̄ ◦f∗ = f∗ ◦ ∂̄。

命题 2.3.1. ∂̄2 = 0

证明. 注意对于 (p, q)− 形式 ϕ，∂2ϕ 是 d2ϕ 的 (p, q + 2)− 分量，然而 d2 = 0，于是结论得

证。
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定义 2.3.2 (Dolbeault 上同调).
由于命题 2.3.12.3.1，我们有链复形 · · · → Ap,q−1(M) → Ap,q(M) → Ap,q+1(M) → · · ·，于是可

以定义 Dolbeault 上同调群 Hp,q

∂̄
(M)。正如之前讨论的，流形之间的映射可以诱导出上同调群

反方向的映射。

定理 2.3.3 (∂̄−Poincare引理：局部零调). 对于 Cn 中的多圆盘 ∆ = ∆(r)，Hp,q

∂̄
(∆) = 0 q ≥ 1

证明. 见 [Har94Har94, Page 25]。

2.4 复流形上的微积分

定义 2.4.1 (流形上的 Hermitian 度量). 对于 n 维复流形 M，其上的 Hermitian 度量正是其全
纯切空间上的 Hermitian 内积：

( , )z : T
′
z(M)⊗ T ′

z(M) → C

并且其在局部坐标下的表示是光滑的。

自然，这样的内积可以用 T ∗′(M)⊗T ∗′′(M) 中的元素表示，即一个内积实际上是一个 2 阶

张量 ds2 =
∑

i,j hij(z)dzi∧dz̄j。自然的我们会考虑余标架 ds2 =
∑

i ϕi⊗ϕ̄i。因此可以通过 w.r.t.
内积的 Schmidt 正交化方法局部地求出这样的一组余标架，即局部余标架总是存在的。（事实
上这就是对矩阵 {hij} 做合同对角化，合同对角化与 w.r.t. 二次型诱导的内积的正交化实际上
是一回事）

注意我们有 TR,z(M) → T ′
z(M) 的自然 R- 线性空间同构：

∂

∂xi
7→ ∂

∂zi

∂

∂yi
7→

√
−1 · ∂

∂zi

因此 Hermitian 度量诱导出了一个 Riemann 度量：

Re ds2 : TR,z(M)⊗ TR,z(M) → T ′
z(M)⊗ T ′

z(M) → C → R

同样地，考虑虚部则得到了一个实的 2 形式：

Im ds2 : TR,z(M)⊗ TR,z(M) → T ′
z(M)⊗ T ′

z(M) → C → R

用余标架的方式计算，设 ϕi = αi +
√
−1βi，那么计算可知 Re ds2 =

∑
(αi ⊗ αi + βi ⊗ βi)。以

及实的 2 形式诱导出的 (1, 1)− 形式：ω = −1

2
Im ds2 =

∑
αi ∧ βi =

√
−1

2

∑
ϕi ∧ ϕ̄i。

由定义，这个微分形式其实正是 ds2 在反对称化子作用下的结果（需要调整一些系数）。因

此对于一般形式的 ds2 =
∑
hijdzi ⊗ dz̄j，其关联的 (1, 1)− 形式正是

√
−1

2

∑
hijdzi ∧ dz̄j。

现在我们知道了任何实系数的 (1, 1)− 形式都能够诱导出一个 Hermitian 形式。如果系数
矩阵 {hij} 是正定 Hermitian 阵的话就能够进一步诱导出了正定的 Hermitian 度量。这样的
(1, 1)− 形式被称为正定的 (1, 1)− 形式。
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接下来我们考虑 Hermitian 度量的拉回。对于全纯映射 f : N → M，诱导的切映射 f∗ :

T ′(N) → T ′(M) 是单射，以及 M 上的 Hermitian 度量，那么这诱导出了 N 上的 Hermitian 度
量：(m,n) := (f∗m, f∗n)。

另一方面，Hermitian 度量实际上由一个 (1, 1)− 形式 ω 决定的，利用 f∗ 和外积运算的交

换性立刻得到：M 上的 Hermitian 度量对应的 (1, 1)− 形式 ωM 的拉回 ωN = f∗(ωM ) 正是诱

导出的 N 上的 Hermitian 度量对应的 (1, 1)− 形式。

例子. 1.Cn 上的 ds2 =
∑
dzi ⊗ dz̄i 正是标准 Hermitian 内积。

2. 复环面 C/Λ 同理也有一个与 1. 相同的度量。

3. 对于 CPn 的齐次坐标 Z = (z0, · · · , zn)，考虑 ω =

√
−1

2π
∂∂̄ log ||Z||2。

首先说明良定义性，如果 Z ′ = f ·Z，f 是非零全纯函数。那么产生的差值不过是
√
−1

2π
(∂∂̄ log f+

∂∂̄ log f̄) = 0(Note that ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0)
注意 U(n+ 1) 传递地作用在 CPn 上，并且保持 ω 正定性，那么只需考虑一点的情况。无

妨考虑坐标卡 z0 6= 0, wi = zi/zn。经计算在 [1, 0, · · · , 0] 处它是正定的，于是处处正定。
因此由前述讨论，这诱导了 CPn 上的 Hermitian 度量，称为 Fubini-Study 度量。

对于一个复流形和局部坐标 (z1, · · · , zn)，Hermitian度量 ds2 =
∑
ϕi⊗ϕ̄i, ϕi = αi+

√
−1βi，

以及关联的 (1, 1)− 形式 ω。

考虑 Riemann度量 Re ds2诱导的体积元 dµ = α1∧β1∧· · ·∧αn∧βn，另一方面 ω =
∑
αi∧βi，

于是 ∧nω = n! · dµ。
另一方面，前文关于度量的拉回表明了对于一个 d 维子流形 S ⊂M，ds2 在其上诱导的度

量关联的 (1, 1)− 形式正是 ω|S，将上文的讨论运用在 ω|S 上我们有：

定理 2.4.2 (Wirtinger 定理). 对于 d 维子流形 S ⊂M，vol(S) =
1

d!

ˆ
S
ωd

现在我们考虑复流形中解析簇上的积分，我们定义
ˆ
V
ϕ =

ˆ
V ∗
ϕ。

命题 2.4.3 (解析簇的局部有限体积). V ∗ 在一个有界且紧的区域内的体积（体积元在其上的积

分）是有限的。

证明. 由紧性我们只需证明 V ⊂ Cn 的情况，由余标架的存在性当然总可以假设这里 Cn 上的
度量是 Euclidean 的。设 V 是 k 维的，适当选择坐标使得

定理 2.4.4 (解析簇的 Stokes 定理). M 是复流形，V 是维数为 k 的解析簇，ϕ 是 2k − 1 次

（复值）外微分式，并且在 M 上的支撑是紧的，那么ˆ
V
dϕ = 0

定理 2.4.5 (Remmert’s proper mapping theorem). U,N 是复流形，全纯映射 f : U → N，

M ⊂ U 是解析簇。如果 f |M 是逆紧的 (proper map)，那么 f(M) 是 N 中的解析簇。
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第三章 层和层上同调

3.1 层

3.1.1 定义与例

定义 3.1.1 (预层和层). 预层是拓扑空间 X 的开集范畴到一个神秘范畴（通常是 Abel 群范畴
或者交换环范畴，有时也许是集合范畴）的反变函子：F : Uop → A。

进一步地，如果预层 F 还满足：

1. 对于任意指标集 I，以及任意一族开集 {Uα}α∈I，如果对于一族 σα ∈ F (Uα)，满足任意

i, j ∈ I，σα|Ui∩Uj 对所有的 α ∈ I 都相同：那么存在 ρ ∈ F (∪α∈IUα) 使得 ∀α ∈ I, ρ|Uα = σα。

2. 对于任意指标集 I，任意一族开集 {Uα}α∈I，如果 σ ∈ F (∪α∈IUα) 满足对于任意 α ∈
I, σ|Uα = 0，那么 σ = 0。

那么称 F 是拓扑空间上的层。

定义 3.1.2 (茎). 对于一个预层 F，定义其在 p ∈ X 处的茎 Fp 为余极限 lim−→U∋p F (U)，在接

下来的例子中很容易看到它与之前提及的某点处的函数芽实质上一样。

例子. 1. 对于光滑流形 M，定义如下层：

C∞(U) = U 上全体光滑函数构成的交换环/Abel 群：光滑函数层
C ∗(U) = U 上全体非零光滑函数在乘法下构成的 Abel 群：光滑函数的乘法群层
A p(U) = U 上（实值）光滑 p 形式构成的交换环/Abel 群：p 形式层
Z p(U) = U 上全体 d− 闭的（实值）光滑 p 形式构成的交换环/Abel 群：闭 p 形式层

S(U) = U 上的全体连续函数 f : U → S（其中 S 上携带离散拓扑）构成的交换环/Abel 群：S−
常值层

2. 对于复流形 M，定义如下层：

O(U) = U 上全体全纯函数构成的交换环/Abel 群：全纯函数层
O∗(U) = U 上全体非零全纯函数在乘法下构成的 Abel 群：全纯函数的乘法群层
Ωp(U) = U 上全体全纯 p 形式：全纯 p 形式层

A (p,q)(U) = U 上全体 C∞ − (p, q)− 阶形式：(p, q) 形式层

Z∂̄(U) = U 上全体 ∂̄− 闭的 (p, q) 形式：∂̄− 闭 p 形式层

IV (U) = U 上全体在 U ∩ V 上消失的全纯函数：V 消失全纯函数层
O(E)(U) = E 在 U 上的全纯截面：E 的全纯截面层

A (p,q)(E)(U) = U 上全体 E− 取值（C∞）(p, q) 形式层：E− 取值 (p, q) 形式层

3. 对于复流形 M，其上的亚纯函数定义为局部可写成全纯函数之比的“形式”函数：给定

某个开覆盖 Uα，f |Uα = gα/hα，并且在 O(Uα ∩ Uβ) 中有 gαhβ = gβhα。于是可以定义复流形
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M 上的亚纯函数层 M，自然也有乘法群层 M ∗

注记. 关于 V 消失全纯函数层，可以将这个思路推广：对于子空间 M ⊆ N 以及 M 上的层

F (M)，可以将层延拓至 N 上：

F̃ (U) = F (U ∩M)

容易验证 F̃ 的确是一个层。

定义 3.1.3 (预层的态射). 预层 F → G 间态射定义为一族同态 {αU : F (U) → G (U)}U∩M，使

得对于任何 U ∩ V，αU , αV 在限制映射下交换，即正是函子 F ,G 间的自然变换。

层的态射定义相同。

3.1.2 层化与平展层

我们选取的神秘范畴通常是一个 Abel范畴 A，层的态射的定义指出所有X 上的 A−取值的
层构成了一个范畴，它是预层范畴的全子范畴。注意预层范畴实际上就是函子范畴 Func(Uop,A)，

当 A 是 Abel 范畴时它自然是 Abel 范畴。现在自然想问层范畴是否也是 Abel 的。
经过一些常规的检验，可以发现只需要指出层之间的态射的核和余核即可。前者是比较容

易的（直接定义为 kerα(U) = kerαU，然而后者如果按照类似方式定义得到的不一定是层，通
常情况下它仅仅是一个预层。

因此这就引出了如何从一个预层自然地（并且 universally）构造出一个层，并且保持住茎。
这是相当重要的，因为一般情况下预层相当容易构造，并且很多时候我们构造出的预层并不是

层。这就是如下的层化问题：

命题 3.1.4 (层化). 对于一个预层 F，选出一个层 F+，以及一个态射 θ : F → F+。使得对

于任何层 G，态射 ϕ : F → G，存在唯一态射 ψ : F+ → G，使得 ϕ = ψ ◦ θ。

预层的层化构造需要利用平展空间，为了方便理解我们从更一般的原层出发。接下来的构

造源自 [Rot09Rot09]。
首先我们承认 Freyd-Mitchell 嵌入：对于任何 Abel 范畴 A，存在一个全忠实的正合函子

A→ R-Mod（对某个交换环 R 成立），因此接下来无妨假定预层 F 是在某个 R- 模上取值的。
最后还需要指出，我们应当假定 F (∅) 为 Abel 范畴中的零对象，这也是经常遇到的情况。

定义 3.1.5 (原层). 称 (E, p,X) 为一个原层，如果满的连续映射 p : E → X，使得对于任何

e ∈ E，存在 e 的邻域 S 使得 p(S) 在 X 中开，并且 p|S 是同胚。
此时 E 称为层空间，X 称为底空间，p 为投影映射，p−1(x) 为 x 处的茎，记为 Ex。

注记. 很容易验证对于任何开集 U ⊆ X，Y 是任一拓扑空间，f : U → Y（可以是连续映射，

也可以不是）一定能按层的两条公理的形式进行粘合。（i.e.f |Ui = g|Ui =⇒ f = g; fi|Ui∩Uj =

fj |Ui∩Uj =⇒ ∃f on U）
事实上，如果取开集的像为：开集上全体满足某些性质的映射构成的某个结构，这样定义

的预层都一定是层（因为它们作为函数自然可以验证层公理）。

现在我们将 Abel 范畴（或 R- 模代数结构）引入原层，就得到了平展层：
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定义 3.1.6 (平展层). 一个原层 S = (E, p,X) 是 R- 模平展层，如果每个茎 Ex 都可以被赋予

一个 R- 模结构，并且一切运算都是连续的。对于两个平展层 (E, p,X), (E′, p′, X)，其间的平展

映射 ϕ 被定义为连续映射 ϕ : E → E′，使得 p′ϕ = p（保持茎），并且 ϕ|Ex 是同态（Abel 范畴
中的态射/R- 模同态/环同态/Abel 群同态 etc.）

容易验证全体某个固定拓扑空间 X 上的 R- 模平展层在上述定义的平展映射作为态射下构
成了一个范畴，记为 Shet(X,R-Mod)。

定义 3.1.7 (截面). 对于一个平展层 S = (E, p,X)，定义开集 U ⊆ X 上的截面为连续映射

s : U → E使得 p◦s = 1U，记全体 U 的截面为 Γ(U, S)，特别地，定义空集的情况为 Γ(∅, S) = {0}

现在我们可以发现 Γ(−, S) 是一个 R- 模取值的层。（预层只需一些简单的验证，它是层的
原因正是注记3.1.23.1.2中提到的）

因此 Γ : Shet(X,R-Mod) → pSh(X,R-Mod) 是一个函子。并且 Im(Γ) ⊆ Sh(X,R-Mod)

现在给出预层 F 的层化，首先取出相伴平展层 F et = (Eet, π,X)，其中 Eet =
∐
x∈X Fx，

π 为自然的投影，Eet 上赋予的拓扑如下：

< U, σ >= {(x, σx)|x ∈ U, σx = ρxU (σ)}, σ ∈ F (U)

由如上拓扑基生成的拓扑，其中 ρxU : F (U) → lim−→U∋x F (U) 为自然的映射。

命题 3.1.8. F et = (Eet, π,X) 是一个平展层。

证明. 对于 sx ∈ E，它一定是某个 σ ∈ F (U) 的像，考虑开集 < U, σ >，自然它包含 sx，并且

显然和 u 同胚，于是立刻验证其为原层。

由定义立刻有它是平展层。

这一过程实际上是一个函子 Φ : pSh(X,R-Mod) → Shet(X,R-Mod)，并且 ΓΦ : pSh(X,R-Mod) →
pSh(X,R-Mod) 事实上与 1pSh(X,R-Mod)（限制到 Sh(X,R-Mod) 时）是自然同构，对于一般
情况则为一个自然变换 F → ΓΦF。

因此将 Φ 限制到 Sh(X,R-Mod) 就有范畴等价：Sh(X,R-Mod) ∼= Shet(X,R-Mod)
因此从预层 F 出发，先取相伴平展层 F et，再取截面层就得到了 F+。它的确保持茎，并

且它满足层化问题命题 3.1.43.1.4的条件。

定理 3.1.9. 对于预层 F，F+ = ΓΦF 是层，保持茎，并且是 F 的层化。

层化的正向极限构造

最后我们要指出，Abel 群层/环层/模层（于是由嵌入定理，自然对于所有的 Abel 层）的
层化有一个更简单的表述方式。这个表述远比平展层的表述简单，因此也具有更广泛的应用范

围。（一般情况下平展层是很难运用的）

记

C(U,U = {Uα}α∈I) = {(σα)α∈I |
⋃
Uα = X,σα ∈ F (Uα ∩U), σα|Uα∩Uβ

= σβ |Uα∩Uβ
, ∀α, β ∈ I}
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当然这里 U = {Uα}α∈I 是 X 的一组开覆盖。仿照后文对 Cech 上同调的讨论，我们定义

F+(U) = lim−→
U

C(U,U)

这里正向极限的定义如下：对于 U 以及加细的覆盖 V，对于 Vα，定义 C(U,U) 的某个元

素在 C(U,V) 像 (i.e. 这个 direct system 的态射）的 Vα 分量为 σ|Vα。其中 σ 为 F+(U) 的元

素的 Uα 分量，其中 Vα ⊆ Uα。利用 C 的定义很容易知道这与 Uα 的选择无关，因此良定义。

很显然每个 F+(U) 都是 Abel 群/环/模。
F+ 是预层。

我们只需考虑正向系统的态射，亦即说明如下图交换：

C(U,U) //

��

C(U,V)

��

C(V,U) // C(V,V)

容易验证这是简单的，于是取正向极限就得到了态射 F+(U) → F+(V )：注意这是 Direct sys-
tem 上的极限。

F+ 是层。

这是可以直接了当地验证的。

F+ 满足层化要求的泛性质。

对于每个开集 U，我们有图表

F(pSh)(U)

xxqqqqqqqqqq

&&MMMMMMMMMM
// G(Sh)(U)

C(U,U)

��

· · · C(U,V)

��

C ′(U,U)
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其中 C ′ 是 C 的类似定义，只不过将 F 换成 G，态射也是自然的。G 是层保证可以将 C ′ 的一

个元素还原回层的元素。那么由正向极限的泛性质就得到了结果。另一方面，这个图表对于 U

是自然的，i.e. 对于任何 U → V，诱导出的两份这样的图表之间交换，因而可以提升为预层的

态射。而这就是要证明的结果。

下面回顾亚纯函数的定义：那里的定义实际上是不严谨的，因为不同的开覆盖和 f/g 实际

上有可能指的是同一个亚纯函数（这在直观上确实成立）。简单的思考可以知道这里用的正是正

向极限的定义，因此我们可以修改亚纯函数的定义如下。

定义 3.1.10 (亚纯函数层). 考虑预层 U 7→ Frac(O(U))（唯一性定理同样也能说明 O(U) 是整

环），其层化称为复流形的亚纯函数，其全局截面的一个元素称为 X 上的一个亚纯函数。
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3.1.3 层的正合列

现在终于可以定义层态射的核和余核了，余核的定义正是预层 U 7→ cokerαU 的层化。因
此可以验证层范畴 Sh(X,A) 的确也是一个 Abel 范畴。接下来，保持假定层是 R-Mod 取值的。
于是现在可以谈论层的正合列：0 → E → F → G → 0。注意一般情况下，层的正合并不

意味着 F (U) 对应的列是正合的（因为余核的定义）

尽管如此，如下性质保证了有一个较为简单的判别层正合性的方法。

定理 3.1.11. F ,F ′ 都是 G 的子层，那么 F = F ′ ⇐⇒ ∀x ∈ X,Fx = F ′
x。

证明. 只需证 ⇐= 方向，首先两个平展层的子平展层相同当且仅当茎相同：因为嵌入的平展映

射已经自带了。

其次若给定层 F ⊂ G，考虑嵌入态射 ι : F → G 在函子 Φ 下的像：Φ(ι) : ΦF → ΦG。由

于对于每个 U，F (U) → G (U) 是单射，同时茎的正向极限的指标集是 Directed Set，从而保持
正合，于是 Fx → Gx 也是单射。因此由 Φ 的定义，自然就有了嵌入的平展态射 Φ(ι) 依然是嵌

入。

结合两者可知对于 G 的子层 F ,F ′，其相伴平展层 Φ(F ) = Φ(F ′)。

然而函子 Φ 是单的，因为只要预层不同，必然存在一点处的的茎（正向极限）不同。（为什

么？）

于是 F = F ′。

定理 3.1.12. 层序列
E

α−→ F
β−→ G

是正合的当且仅当：

Ex
αx−→ Fx

βx−→ Gx ∀x ∈ X

是正合的。

证明.
=⇒ . (kerβ)x = (Imα)x，但是回忆核与余核（像）的定义，注意平展化函子 Φ 保持茎，

即 kerβx = (kerβ)x, Imαx = (Imα)x，因此得到结果。

⇐= . 注意 kerβ 和 Imα 都可以实现为 F 的子层，那么由定理 3.1.113.1.11得到结果。

例子.
1. 在复流形 M 上 0 → Z → O

exp−→ O∗ → 0 是正合的，其中 exp : f 7→ e2π
√
−1f

2. 子复流形 V ⊆ M 上的全纯函数层 OV 由前文提及的延拓可以视作 M 上的层，那么有：

0 → IV → OM → OV → 0 是正合的。

3. 由实流形局部零调（Poincare 引理），在任何实流形 M 上 0 → R → A 0(= C∞)
d→

A 1 d→ · · · 是正合的。因此将要看到 De Rham 上同调不过是常值层 R 在整体截面函子 Γ(−)

下在此消解下的导出。

4. 由复流形局部零调（∂̄-Poincare 引理），在任何复流形 M 上

0 → Ωp → A (p,0) ∂̄→ A (p,1) ∂̄· · · 是正合的。因此将要看到 Dolbeault 上同调不过是全纯 p 形

式层在整体截面函子 Γ(−) 下在此消解下的导出。
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3.2 层上同调

3.2.1 层上同调

定理 3.2.1. 对于具有足够内射对象和在积下封闭的 Abel 范畴 A，拓扑空间 X，Sh(X,A)（由
3.1.2 是 Abel 范畴）具有足够内射对象。

注记. 多数情况唯一的投射层是 0

证明. 考虑摩天大厦层

(x∗A)(U) =

A x ∈ U

{0} otherwise.

其中 A ∈ Obj(A)。

由层的态射定义容易验证 HomA(−x, A) ∼= HomSh(−, x∗A)（Sh(X,A) → Ab 的函子）是自
然同构的。因此如果 A 是内射对象，HomA(−x, A) 是正合的，于是 HomSh(−, x∗A) 也是，于
是 x∗A 是内射对象。从而对于一族内射对象 Ax，

∏
x∈X x∗A 也是内射对象。

现在对于任何一个层 F，对于每个 x ∈ X，由 A 中内射对象足够，知存在内射对象 Ax ∈
Obj(A) 单态射 λx : Fx → Ax。

对这些同态求积得到了 λ :
∏
x∈X(x∗Fx) →

∏
x∈X(x∗Ax)。但是另一方面，存在一个层态

射 φ : F → x∗Fx 并且在 x 处的茎诱导的态射是恒等态射。（直接构造即可）因此，由积的泛

性质，得到了态射 θ : F →
∏
x∈X(x∗Fx)。

那么考虑复合映射 λθ : F →
∏
x∈X(x∗Ax) 是单的：回想层中 ker 的定义只需检验茎处情

况，但是 θx 是恒等态射，λx 是单态射，于是 λθ 是单态射。并且前文已经说明
∏
x∈X(x∗Ax) 是

内射对象，从而得证。

注记. 事实上，可以仿照此过程证明，对于环化空间 (X,OX)，模层 Sh(X,OX -Mod) 中有足够
内射对象，（前提是承认 R− Mod 范畴中有足够内射对象）。参见 [Har77Har77, page 207, prop 2.1]。

注记 (溪酱). 溪酱可爱捏:)

现在由于 Sh(X,Ab) 中有充足内射对象，并且整体截面函子 Γ(−, X) : Sh(X) → Ab 是左
正合的（回忆 ker 的定义），自然可以定义其右导出。

定义 3.2.2 (层上同调). 对于层 F，定义其第 q ≥ 0 个上同调为其右导出函子 (RqΓ)(F )，记为

Hq(X,F )

具体来说，RqΓ 是取 F 的内射消解 0 → F → E0 → E1 → · · · 令整体截面函子作用其上，
得到链复形 0 → Γ(E0) → Γ(E1) → · · ·，那么 RqΓ 是上述链复形在 Γ(Eq) 处的上同调。

注记. 熟知的同调代数结果指出上述定义与内射消解的选取无关 [Rot09Rot09, page 365, prop 6.40]。

自然的问题是如何计算层上同调，一般情况下内射消解并不总是很容易取出，即使取出也

不一定便于计算。接下来的结果指出在计算上同调时可以选取范围更广的一些消解。

定义 3.2.3 (Acyclic). 称拓扑空间X 上的层L 是 F−acyclic（无环）的，如果 ∀q ≥ 1,Hq(L ) =

0，其中 F : Sh(X,Ab) → Ab 是左正合的加性函子。
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Acylic 对象如此重要是因为如下重要结果。

定理 3.2.4. 对于层 F 的 F−acyclic 消解 0 → F → A0 → · · ·，有

(RiF )(F ) = H i(F (A∗))

即可以通过 acyclic 消解计算导出函子。

证明. 对 i 归纳，i = 0 时是简单的，因为它们都是 F (F )。

假定 i ≥ 2，考虑 0 → F → A0 → X → 0，由导出函子长正合列定理（它的证明是利用马

蹄引理构造出链复形的正合列 [Rot09Rot09, page 349, prop 6.24]，左（右）正合函子作用在直和上仍
然保持直和，然后使用通常的长正合列定理即可）有正合列：

→ (Ri−1F )(A0) → (Ri−1F )(X) → (RiF )(F ) → (RiF )(A0) →

由于 A0 是 acyclic 的，那么 (RiF )(F ) ∼= (Ri−1F )(X)。

因此这将问题转化为了 0 → X → A1 → · · · 中的第 i − 1 个导出。于是只需证明 i = 1 的

情况。

然而此时长正合列变为 F (A0) → F (X) → (R1F )(F ) → 0，因此 (R1F )(F ) = coker{F (A0) →
F (X)}。
然而

H1(F (A∗)) = ker{F (A1) → F (A2)}/ Im{F (A0) → F (A1)} =
F (ker{A1 → A2})

Im{F (A0) → F (X)}

（A1 换为 X 是因为单态射 A1 → X 诱导了单态射 F (A1) → F (X)）

= F (Im{A0 → A1})/ Im{F (A0) → F (X)}

= F (X)/ Im{F (A0) → F (X)} = coker{F (A0) → F (X)} = (R1F )(F )

注记. 这一结果的证明使用了称为 dimension shifting 的技巧。它在许多类似命题中都有出现，
比如如下更为一般的结果。

定理 3.2.5. 设 Fn, F ′n(n ≥ 0) : A → B 是一列加性函子，A 中有足够的 Y− 类对象（Y 是 A

中对象的子类，对象足够自然是指自然（满足交换性）的嵌入 0 → A→ E ∈ Y 总存在）

如果：

1. 对于每个短正合列 0 → A→ B → C → 0，Fn, F ′n 分别诱导出了长正合列，其中连接同

态是自然的（具有函子性/满足交换性的）
2.F 0, F ′0 自然同构

3. 对于所有 Y− 类对象 E，都有 Fn(E) = F ′n(E) = 0, ∀n ≥ 1

那么 Fn, F ′n 自然同构，∀n ≥ 0。
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此定理的证明当然是与之前几乎相同的，对于任何对象取消解的短正合列，然后按定理 3.2.43.2.4照
猫画虎。然而此定理相当强力，它能够帮助断言一些（用其他方式定义的）函子只要满足某些

条件其实就是层上同调函子（或一些感兴趣的函子）。在这里提及层上同调是因为层上同调函子

能够很轻松地满足定理的条件，我们将在 Cech 上同调的内容里看到此定理的威力。

回到 acyclic 对象，定理 3.2.43.2.4提供了计算层上同调的方法：取 Γ−acyclic 消解，然而后进行
计算。这是相当强力的，因为 acyclic 对象相当广泛。事实上，内射对象都是 F−acyclic 的（取
平凡的内射消解即知其上同调均为 0）。

Flasque 层

一类重要的 acyclic层（在谈论层的 acyclic时，一般指 Γ−acyclic）是 flasque层（松软层）。

定义 3.2.6 (Flasque 层). 称 X 上的层 L 是 flasque 层，如果对于任何开集 U ⊆ X，限制映射

L (X) → L (U) 是满射。

进一步，这等价于对于任何开集的包含对 U ⊆ V，L (V ) → L (U) 是满射。

同样，可以定义层的 flasque 消解：正合列 0 → F → L • 满足 L i≥0 是 flasque 的。

Flasque 层有相当简单的构造：对于一个层 F，取 Godement 层 G0F =
∏
x∈X Fx，G0 :

Sh(X) → Sh(X) 称为 Godement 函子。另一方面它是正合函子，因为对于每个截面都是正合
的，而此时指标集是 Directed Set，于是茎（正向极限）也是正合的，从而由定理 3.1.123.1.12，层也
是正合的。

自然，Godement 层是 flasque 的。同时层 F 有一个自然的嵌入 0 → F → G0F：定义

F (U) → G0F (U) 为 s 7→ (s(x))x∈U，其中 s(x) 为 s 在茎 Fx 中的像。

因此得到：

定理 3.2.7. 对于任何一个层，flasque 消解总是存在的：

0 → F → G0F → G1F → · · ·

证明. 归纳地构造，记 di : GiF → Gi+1F，定义 Gq+1F = G0(coker dq−1)，dq 定义为如下映射

的符合：GqF → coker dq−1 → Gq+1F = G0(coker dq−1)。正合性是相当容易验证的，Flasque也
是显然的，因为每一项都是某个层的 Godement 层。

命题 3.2.8. 内射层 F 一定是 flasque 层。

证明. 由于短正合列中如果第一项是内射对象，那么序列一定分裂（容易直接从内射的定义推
出）。

然而有正合列 0 → F → G0F → G0F/F → 0，于是这个序列是分裂的。

另一方面 flasque 层的直和因子也是 flasque 的，由分裂说明 F 是 flasque 的。

现在还需要说明 flasque 层是 acyclic 的。
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引理 3.2.9. 对于层的正合列 0 → F ′ → F → F ′′ → 0，F ′ 是 flasque 的，那么其整体截面
0 → Γ(F ′) → Γ(F ) → Γ(F ′′) → 0 是正合的。

证明. 左正合是平凡的，因此只需证明 φX : Γ(F ) → Γ(F ′′) 是满的。

对于任何 s′′ ∈ Γ(F ′′)，定义族 X = {(U, s)|U ⊆ X is open, s ∈ F (U) s.t. φ(s) = s′′|U}
，其上偏序 (U1, s1) � (U2, s2) 定义为 U1 ⊆ U2，且 s2|U1 = s1。常规运用 Zorn 引理知极大元
(U0, s0) 存在。

如果 U0 = X，那么 s0 就是原像。若否，选择 x ∈ X − U0。由于 φ : F → F ′′ 是满的，

那么其在茎上的态射也是满的，于是存在开集 V ⊆ X, t ∈ F (V ), φ(t) = s′′|V。那么 s0 − t 在

F ′′(U0 ∩ V ) 中的像是 0，于是由正合性自然可以视为 F ′(U0 ∩ V ) 中的元素（将 F ′ 视为 F 的

子层）

由 F ′flasque，s0 − t 可以延拓为 F ′(X) 的元素 r。注意 s0 和 t+ r 在 F (U0 ∩ V ) 上相同，

于是可以粘合为 F (U0 ∪V ) 中的元素，那么自然这是一个严格大于 (U0, s0) 的元素，从而矛盾。

因此 φX 是满的。

引理 3.2.10. 对于层的正合列 0 → L ′ → L → Q → 0，如果 L ,L ′ 都是 flasque 的，那么
Q 也是 flasque 的。

证明. 由于层正合等价于茎正合，对于开集 U ⊆ X，将层限制到开集 U 中仍然有：0 → L ′|U →
L |U → Q|U → 0

L ′flasque 意味着 L ′|U 也是 flasque 的，于是由引理 3.2.93.2.9，L (U) → Q(U) 是满的。

然而考虑交换图

L (X)
φX //

��

Q(X)

��

L (U)
φU // Q(U)

L 是 flasque 的，因此左侧箭头是满的，前文已证下方箭头是满的。因此右侧箭头是满的，从
而证明了 flasque。

定理 3.2.11. Flasque 层 L 是 acyclic 的。

证明. 由于层范畴内射对象足够，对于 flasque层L，取内射层 E 和消解 0 → L → E → Q → 0，

由 引理 3.2.103.2.10Q 是 flasque 的（因为内射层是 flasque 的）。
现在归纳地证明 Hq(L ) = 0, q ≥ 1。考虑上同调的长正合列（正是导出函子的长正合列），

当 q = 1 时

H0(E ) → H0(Q) → H1(L ) → H1(E )

由于 H1(E ) = 0，那么 H1(L ) = coker{H0(E ) → H0(Q)} = coker{Γ(E ) → Γ(Q)} ，然而由引
理 3.2.93.2.9，它是 0.
对于 q + 1 的情况，由于长正合列 Hq(Q) → Hq+1(E ) → Hq+1(L )，Hq+1(E ) = 0，于是

Hq(Q) ∼= Hq+1(L )，那么同理定理 3.2.43.2.4中的归纳步骤（dimension shifting），总可将问题化归
至 q = 1 的情况，从而得证。

推论 3.2.12. Godement 消解可以计算层上同调。
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Fine 层

在几何领域，人们一般更关心的是流形上的情况而非一般的拓扑空间。因此给出一个计算

流形上层上同调的方法也是很有必要的。

在此，首先回顾一些微分几何中就已提及的概念和事实，对流形的拓扑性质做一些总结：

定义 3.2.13 (局部紧性). 拓扑空间 X 在点 x 处局部紧致，若存在 x 的开邻域 U 和紧集 C，使

得 x ∈ U ⊆ C，若 X 在每点局部紧致，则称 X 局部紧致。

自然，流形是局部紧的，因为 Rn 的开集都是局部紧的。对于 Hausdorff 空间，局部紧致性
有一个重要的等价表述。

定理 3.2.14 (Hausdorff 空间的局部紧致性). Hausdorff 空间 X 在点 x 处局部紧致 ⇐⇒ ∀U 3
x open, ∃V 3 x open, V̄ ⊆ U, V̄ compact

证明. 只需证明 =⇒
存在 x 的开邻域 W 和紧集 C，x ∈ W ⊆ C，那么 C 闭。对于任意 x 的开邻域 U，

C\U = C ∩ (X\U) 是闭的，从而紧。那么存在两个开集 V1, V2 将 x,C\U 分离。（将紧集中每
个点取出来，用 T2 公理得到许多组分离开邻域，利用紧性选出有限组，将紧集中点的开邻域取

并，单点的开邻域取交就满足要求）

从而 V1 ⊆ X\V2 进而 V̄1 ⊆ X\V2。再取 V = V1 ∩W，V 是 x 的开邻域，则 V̄ ⊆ V̄1 ∩ W̄ ⊆
(X\V2)∩C = C\V2 ⊆ U，而上一等式还能说明 V̄ ⊆ C，从而是 C 的相对闭集，从而 V̄ 紧，得

证。

定义 3.2.15 (预紧集). 闭包为紧集的子集。

定理 3.2.143.2.14相当于：Hausdorff 空间在点 x 处局部紧，若每个开邻域都包含一个预紧的开邻

域

定理 3.2.16. Hausdorff 空间局部紧 ⇐⇒ 它有一组预紧开集构成的拓扑基

证明. 考虑到拓扑基生成拓扑的判定：(X, τ) 为拓扑空间，B 为 X 的一个开集族，那么 B 生

成拓扑 τ，当且仅当：对 X 中任何开集 U，对 U 中任意一点 x，存在 B 中的开集 V，使得

x ∈ V ⊆ U。那么利用定理 3.2.143.2.14这个命题就显然了。

定义 3.2.17 (紧穷尽:exhaustion by compact sets). ：拓扑空间 X 的一个紧穷尽指一列紧子集

{Kn}，且 ∪Kn = X,Ki ⊆ IntKi+1

定理 3.2.18. C2 的局部紧 Hausdorff 空间 X 存在紧穷尽

证明. X 有一组预紧开集拓扑基 K，以及一个可数拓扑基 B，先来说明 B 有一个预紧的子拓扑

基。

取至多可数子集族 B′ = {B ∈ B|B ⊆ ∃K ∈ K}，这样，对于每一个 B ∈ B′，对于 X 中

每一点 x，自然有 K 中元素 K 满足 K 3 x，而 B 是拓扑基，于是自然有某个 B ∈ B 使得

x ∈ B ⊆ K（因为 K 开集，必然能表示成若干拓扑基中元素的并）。但这样的 B ∈ B′，从而说
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明 B′ 是开覆盖。但是对每个 B′ 中的元素，其闭包都在紧集 K̄ 中，于是自然 B′ 由预紧开集构

成。

B′ 能够成为生成原有拓扑的子拓扑基是因为对于任意开集 U，它可表示为若干 K ⊆ K 的

并，对 U 中任意一点 x，设 x ⊆ Kα，那么自然有某个 B ∈ B 使得 x ∈ B ⊆ Kα（原因同上）。

于是这就自动满足拓扑基生成拓扑判定定理的条件了，从而 B′ 是一个预紧开集构成的拓扑基。

设 {Ui} 为一组可数预紧开集构成的拓扑基（上述讨论保证了存在性），下面选取紧穷尽：
K1 = Ū1，自然 K1 ⊆ Ū1 ∪ · · · ∪ Ūi2，紧性保证 i2 存在，我们选取最小的使这个式子成立

的指标 i2，且 i2 > 1 = i1。取 K2 = Ū1 ∪ · · · ∪ Ūi2。这样 K1 ⊆ IntK2。反复构造下去并且保证

指标序列 {in} 严格增。那么这就是满足要求的紧穷尽。

称子集族局部有限，若对于每点，存在开邻域与子集族中至多有限个子集相交。

对于两个开覆盖 U,V，若每个 V 中的开集 V 都能找到一个 U 中开集 U 使得 V ⊆ U，则

称 V 为 U 的加细。

定义 3.2.19 (仿紧性). ：若拓扑空间 X 的每个开覆盖都有局部有限的开覆盖加细，则称 X 仿

紧。

我们之前的一切准备工作都是为了说明如下的重要的结论：

定理 3.2.20. 拓扑流形仿紧。

证明. 设 M 是一个拓扑流形，U 为一个开覆盖，{Ki} 为一个紧穷尽。（拓扑流形当然是局部紧
Hausdorff 空间）
记 Vi = Ki+1 − Int Ki�Wi = Int Ki+2 −Ki−1（指标超出定义域时按空集理解）

那么 Vi 紧，Wi 开，且 Vi ⊆Wi

对于 M 上每点 x，取 U 中元素 Ux 3 x，那么对于每个指标 i 可以取一个 x 处的局部坐标

系 {V pre
xi , ϕxi}，使得 x ∈ V pre

xi ⊆ Ux ∩Wi。由于局部紧，可以选出一个 x ∈ Vxi ⊆ V pre
xi ，且 Vxi

是一个预紧开邻域，那么自然它也是坐标域，并且沿用同样的同胚 ϕxi。

（接下来做了一点点加强，可以看到这一加强可以自然引出 Urysohn 引理，尽管如此对于
这个命题本身它们当然是不重要的）取适当的 ϕxi 使得 ϕxi(x) = 0, ϕxi(Vx) = B(0, 3)

记 Txi = ϕ−1
xi (B(0, 1))，当然存在有限个 Txi 覆盖了 Vi，设为 Tx1i , · · · , Txni，于是它们对

应着 Vx1i , · · · , Vxni

于是对于每一个 i 如此操作，就得到若干 Vxni，这是一个开覆盖加细（开覆盖是因为它们

覆盖了 Vi），并且满足局部有限性：取点 x 的开邻域为任一 Vxi 即可（不妨 i = 1）。

局部有限性是因为对于任意 Vxi ⊆ Wi，Vxnj ∩ Vxi 6= φ =⇒ Wi ∩ Wj 6= φ =⇒ j ∈
[i− 2, i+ 2]。而这种情况当然是有限的。

回忆单位分拆定理，我们对层也有类似的定义：

定义 3.2.21 (Fine 层). 称仿紧空间 X 上的层 F 是 fine 层，如果对于每个局部有限开覆盖
U = {Ui}i∈I，存在一族层的自同态 (ηi : F → F ){i∈I} 满足：
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1.∀i ∈ I，存在 X − Ui 的某个开邻域 Vi，使得在其上 ηi 是零映射。

2.
∑

i ηi = 1F

自然，流形上的微分形式层，光滑函数层；复流形上的 (p, q)− 形式层都是 fine 层：这正是
单位分拆定理的重述。然而另一方面我们还有：

定理 3.2.22. Fine 层是 acyclic 的。

证明. 对于 fine 层 F，取内射消解 0 → F → I •

对于 s ∈ Γ(I p)，ds = 0。由于层正合诱导茎正合。而由正向极限知，对于每个 x ∈ X，存

在一个 U 3 x，使得 ∃t ∈ Γ(U,I p−1), dt = s|U
因此我们有了一族开覆盖 {Ui}，和对应的 ti。由于仿紧，可以将覆盖加细（当然 dt = s|U

的性质被保持了）。因此无妨假定这组开覆盖是局部有限的。那么由于层 F 是 fine 层，自然有：

s =
∑

ηi(s) =
∑

ηi(s)|Ui =
∑

d(ηi(ti)) = d
∑

ηi(ti)

其中最后两个等式中的 ηi 是自同态 F → F 到链复形的提升：比较定理。

于是这就说明了 acyclic。

因此 Fine 消解也可以用来计算层上同调。于是现在回来看如下两个消解，它们当然都是
Fine 消解：

0 → R → A 0(= C∞)
d→ A 1 d→ · · ·

0 → Ωp → A (p,0) ∂̄→ A (p,1) ∂̄· · ·

应用前述结果立刻得到：

定理 3.2.23 (De Rham/Dolbeault 定理).

Hp
dR(M,R) ∼= Hp(M,R)

Hp,q

∂̄
(M) ∼= Hq(M,Ωp)

3.2.2 Cech 上同调

接下来介绍的是另一种（可能的）处理层上同调的思路，在计算上它相比之前的取消解计

算的方法有着一定的优势。

接下来定义一个抽象的单纯形结构。

定义 3.2.24 (Cech nerve). 对于 X 上的开覆盖 U = {Ui}，定义单纯形 N(U) 如下：

其顶点集 V ert(N(U)) = U，q−单形为 (q+1)个互异的 U中开集组成的对 σ = [Ui0 , · · · , Uiq ]，
并且 ∩qj=0Uij 6= ∅。

自然，对于任何一个单纯形 K，我们可以定义出一个单纯链复形 C•(K)。进一步地，就有

一个 G- 系数的上链复形 HomZ(C•(K), G) = C•(K,G)。

定义 3.2.25. 对于 Cech NerveN(U)，自然也有一个 G- 系数的上链复形 C•(N(U), G)，定义其

上同调群 Hq(U, G) 为开覆盖 U 的 G- 系数上同调群。
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进一步，对于 X 上的层 F，定义上链群 Cq(U,F ) =
∏
σ:q−simplex F (Uσ)。上边缘映射

Cq(U,F ) → Cq+1(U,F )Cq(U,F ) 定义如下：

对于 x ∈ Cq(U,F )，δx 的 [Ui0 , · · · , Uiq+1 ] 分量为：

q+1∑
j=0

(−1)j(x)
[Ui0

,··· ,Ûij
,··· ,Uiq+1

]
|Ui0

∩···∩Uiq+1

因此现在有了一个上链复形 C•(N(U),F )。

定义 3.2.26. 定义开覆盖 U 的 F - 系数上同调为 C•(N(U),F ) 的上同调，记为 Ȟq(U,F )。

自然想问这个上同调与层上同调是否相同，欲说明它们相同，回忆定理 3.2.53.2.5。然而很不幸，
这个上同调并不能够保证长正合列的存在。

有以下事实成立。

例子.
1.Ȟ0(U,F ) = F (X)。这是因为 δ0 : (sU ) 7→ (sV |U∩V − sU |U∩V )，于是 ker δ0 正是全体满

足粘合条件的 (sU )，于是自然变为整体截面的全体元素，即为 F (X)。

2. 对于常值层 G = G，很容易验证 Ȟq(U,G ) ∼= Hq(U, G)：层系数上同调能够退化为群系

数的。

3. 考虑单纯形 N(U) 的维数 n = dimN(U)，自然对 q > n，Ȟq(N(U),F ) = 0

4. 对于层正合列 0 → Z → O → O∗ → 0，考虑开覆盖 U = X，自然 dimN(U) = 0 于是考

虑对应的长序列

0 → Ȟ0(U,Z) → Ȟ0(U,O) → Ȟ0(U,O∗) → Ȟ1(U,Z)

自然可以验证它不是正合的，因为这个序列是否直接变成了全局截面是否正合。

5.Ȟq 当然可以与开覆盖的选取有关。

注意到第 5 点，自然的想法就是通过取正向极限消除对开覆盖的依赖。尽管如此，全体开
覆盖在加细下并没有构成偏序集，因此直接对开覆盖取正向极限是不可行的。（更何况对于加细

映射，我们并不能够直观地看出诱导出 Ȟq 之间的映射是否与加细映射的选取有关）

解决方法是直接从这些 Ȟ 之间的关系开始。

定义 3.2.27. 对于单纯形 K → L，映射 f : V ert(K) → V ert(L) 是单纯映射，如果它将 K 中

的单形映为 L 中的。（注意，这并不要求 f 是单的）

两个单纯映射 f, g : K → L 被称为 contiguous 的，如果对于任何 K 中单形 [v0, · · · , vq]，
[fv0, · · · , fvq, gv0, · · · , gvq] 是 L 中单形。

自然，对于任何加细映射 r : V → U，它都诱导出了 Cech Nerve 之间的单纯映射。更进一
步，任何两个加细映射都是 contiguous 的。

对于任何单纯映射 f : K → L，自然它诱导了 Hq(L) → Hq(K) 的映射。

以下的引理可以看出 contiguous 映射的优良性质。

引理 3.2.28.
1. 对于 contiguous 的单纯映射 f, g : K → L，诱导的映射 f∗, g∗ : Hq(L) → Hq(K) 满足

f∗ = g∗

2. 对于到自身的加细映射 r : U → U，它诱导出的 r∗ : Ȟq(U,F ) → Ȟq(U,F ) 是 id。
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证明.
1. 由于链同伦的映射诱导出相同的上同调群之间的映射，下面只需说明 f, g 是链同伦。

我们只需说明 f, g 诱导的单纯链群 C•(K) 的映射 f∗, g∗ 是链同伦。对此，直接构造 u :

Cn(K) → Cn+1(L)

u([v0, · · · , vn]) =
n∑
i=0

(−1)i[f(v0), · · · , f(vi), g(vi), · · · , g(vn)]

经检验 ud+ du = g∗ − f∗，因此自然就证明了结果。

2. 注意任何加细映射都是 contiguous 的，于是 r 和 id 诱导了相同的上同调群之间的态

射。

现在定义 Ȟq(V,F ) � Ȟq(U,F )，如果存在加细映射 r : V → U。前文的引理保证了这是

偏序，并且加细映射诱导出唯一的态射。

我们现在自然想对全体 Ĥq(U,F ) 取正向极限，然而这是有一些集合论上的困难的，因为

全体开覆盖并没有构成一个集合，而是一个类。

为了规避这个困难，我们要求开覆盖 U 中的开集互异。很明显这样的元素的确是 cofi-
nals（因此直观上这样的操作的确没有改变正向极限，尽管严格说明这一点需要一些讨论，参
见 [Rot09Rot09, page 390]）更重要的是，这样要求后得到的的确是一个集合了，因此现在现在可以
取正向极限。

定义 3.2.29 (Cech 上同调). 拓扑空间 X 上的层 F 系数 Cech 上同调定义为正向极限

Ȟq(X,F ) = lim−→
H

Ȟq(U,F )

其中 U ∈ H 为全体开集互异的开覆盖。

自然，前文的例子指出 Ȟ0(X,F ) = F (X) ∼= H0(X,F )。

尽管如此，在一般情况下 Cech上同调仍然并不一定和层上同调相同。但是在仿紧空间上我
们发现 Cech 上同调存在一个长正合列，并且内射层的 Cech 上同调也是 0。这样就可以利用定
理 3.2.53.2.5说明 Cech 上同调与层上同调相符。
最后给出一个计算性质的定理。

定理 3.2.30 (Cartan-Leray 引理). 设 U = {Uα} 是仿紧空间 X 的开覆盖，使得对于任何

α0, · · · , αk，k ≥ 1，都有

Hk(Uα0 ∩ · · · ∩ Uαk
,F

∣∣∣∣
Uα0∩···∩Uαk

) = 0

那么 Ȟq(U,F ) ∼= Hq(X,F )
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引理 3.2.31 (n× n 引理). 对于双复形

0

��

0

��

0

��

0

��

// A0
//

��

A1
//

��

A2
//

��

· · ·

0 // B0
//

��

K00
//

��

K01
//

��

K02
//

��

· · ·

0 // B1
//

��

K10
//

��

K11
//

��

K12
//

��

· · ·

0 // B2
//

��

K20
//

��

K21
//

��

K22
//

��

· · ·

...
...

...
...

如果除第二行和第二列外的所有行和列都是正合的，那么 H•(A) ∼= H•(B)，即第二行和第二列

的上同调群对应同构。

证明. 追图。或者利用 Salamander 引理 [Ber12Ber12, Lem 2.6]

现在回到 Cartan-Leray 引理。

证明. 取层 F 的一个 flasque 消解：0 → F → F0 → F1 → · · ·，考虑双复形：

0

��

0

��

0

��

0

��

// Γ(X,F0) //

��

Γ(X,F1) //

��

Γ(X,F2) //

��

· · ·

0 // C0(U,F ) //

��

C0(U,F0) //

��

C0(U,F1) //

��

C0(U,F2) //

��

· · ·

0 // C1(U,F ) //

��

C1(U,F0) //

��

C1(U,F1) //

��

C1(U,F2) //

��

· · ·

0 // C2(U,F ) //

��

C2(U,F0) //

��

C2(U,F1) //

��

C2(U,F2) //

��

· · ·

...
...

...
...

第二行到第三行的每个纵向箭头是整体截面到每个开覆盖的限制。

列正合由 flasque 层的性质得到，行正合则是条件的推论。因此使用 n × n 引理即得到结

论。

注记. Cartan-Leray 引理还有一个利用谱序列的证明，参见 [Fu23Fu23]。
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3.2.3 计算
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第四章 向量丛，联络和曲率

4.1 复向量丛

定义 4.1.1 (向量丛). 对于微分流形M，其上光滑向量丛定义为 E =
∐
x∈M Ex，其中 {Ex}x∈M

为一族同构的线性空间 Cn。
定义投影映射 π : E →M 将 Ex映至 x。其上的拓扑结构和微分结构由如下给出：∀x0 ∈M，

存在包含 x0 的 M 的开集 U 使得有微分同胚 ϕU : π−1(U) → U × Cn。并且这一同胚限制到
Ex → Cn 上是线性同构。
最后还要求投影映射 π 在这一结构下是光滑的。

特殊地，我们一般将 1 维向量丛称为线丛。

从底流形的角度看，对于任何两组平凡化 ϕU , ϕV，我们有描述纤维上结构变化的转移函数

gUV : U ∩ V → GL：

定义为 x 7→ (ϕU ◦ϕ−1
V )|{x}×Cn，当然它是 C∞的。自然 gUV ·gV U = id，且 gUV ·gVW ·gWU =

id。
并且容易看出对于流形上的一组开覆盖 {Uα} 和 C∞ 的转移函数 gαβ : Uα ∩ Uβ → GL，只

要满足上述条件就能够构造出唯一的向量丛。

这个论断是简单的，因为这样的向量丛只能是 (
∐
Uα × Cn)/ ∼（其中 ∼ 由转移函数给出，

两条性质保证了 ∼ 是等价关系，流形结构由积流形 Uα × Cn 给出）。

接下来是一些向量丛的运算：

1. 对偶丛
取 E∗

x = (Ex)
∗，局部平凡化也自然得到诱导，这样得到的丛称为对偶丛 E∗。（当然对偶丛

的构造也可以从转移函数视角得到：取 j = (gT )−1）

2. 直和
E ⊕ F：转移函数 j = diag(g, h)
3. 张量积
E ⊕ F：转移函数 j = g ⊗ h

4. 外积
∧rE：转移函数 j = ∧rg，特别地对于 k 维向量丛，∧kE 是线丛，称为 E 的行列式丛。

5. 子丛与商丛
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在每个 Ex 中选取线性子空间 Fx 得到子流形 F = ∪Fx 称为 E 的子丛。这实际上要求局

部平凡化对 F 也成立，i.e. ϕU : FU → U × Cl ⊆ U × Ck。
在上述局部平凡化下，基本的线性代数指出转移函数 gUV 具有分块形式：(

hUV kUV

0 jUV

)

那么实际上子丛就是由 hUV 决定的 l 维向量丛罢了。对偶地，定义商丛 E/F 为 jUV 决定的

k − l 维向量丛。

定义 4.1.2 (拉回). 对于流形间的光滑映射 f : M → N，向量丛 E → N。定义向量丛的拉回

f∗E 为 (f∗E)x = Ef(x)，其平凡化 f∗ϕU : f∗Ef−1(U) → f−1(U) × Cn 自然地由 E 继承而来，

并使得它也成为向量丛，转移函数在拉回下保持不变。

定义 4.1.3 (向量丛的态射). 自然向量丛的态射定义为保持纤维结构的光滑映射，并且在每条纤
维上是线性同构。在此情况下 ker f = ∪ ker fx, Im f = ∪ Im fx 自然成为了 E,F 的子丛。

注记. 这个定义强烈暗示了全体（复）向量丛可能具有某种代数结构，事实上的确如此。

定理 4.1.4 (Serre-Swan定理). 对于紧 Hausdorff空间X，其上全体拓扑复向量丛与投射 C(X)−
模存在范畴等价，这个等价由丛到全体整体截面构成的 C(X)− 模：E ↔ Γ(E) 给出。

定义 4.1.5 (截面). 一个向量丛在开集 U ⊆ M 上的截面定义为光滑映射 σ : U → E，使得

π ◦ σ = idU，其中 π : E →M 为投影映射。

注记. 定义 E 在开集 U ⊆ M 上的一个标架为一族截面 σ1, · · · , σk，使得对于每个 x ∈ U，

{σ1(x), · · · , σk(x)} 都是 Ex 的一组基。这和平凡化说的实际上是同一件事：因为这直接就诱导

出了 ϕU : λ 7→ (π(λ), (λ1, · · · , λk))，其中 λ =
∑
λiσi(x)。

当然很容易就可以验证反过来这也是对的，于是标架和平凡化是完全相同的。

现在进入复流形的领域。

定义 4.1.6 (全纯向量丛). 复流形 M 上的全纯向量丛定义为一个向量丛 E
π→ M，使得其平凡

化 ϕU : EU → U × Ck 不仅仅是微分同胚，而且是双全纯映射。这样 E 同时具有了复向量丛和

复流形结构。

注记. 与实流形上的向量丛情况几乎完全相同，只要过渡函数 gUV ∈ GL 还是全纯映射，并且

满足前文提及的循环条件，那么这就唯一地决定了一个全纯向量丛。

自然，对偶丛，直和，张量积，外积仍然可以对全纯向量丛定义。对于丛的拉回，由定义可

以看出只要映射 f :M → N 是全纯的，那么全纯向量丛的拉回丛也自然继承了全纯结构。

全纯向量丛之间的态射相比一般向量丛只需再加上 f : E → F 是全纯的即可。全纯子向量

丛需要求子向量丛具有复流形结构，这实际上并没有比光滑流形上的情况要求更多：因为局部
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平凡化一旦成立，那么它自然是全纯的（由于原先的向量丛已经是全纯的了）；同样商丛也是全

纯向量丛。

还可以仿照前述定义全纯截面：它只比一般的截面多要求了全纯性，自然也可以定义全纯

标架。另外容易观察到对于任何一个截面 σ 和一组全纯标架 {σ1, · · · , σk}，有：

σ(x) =
∑

fiσi(x)

那么 σ 是全纯截面 ⇐⇒ 每个 fi 都是全纯函数。

与光滑流形上不同，对于 E− 取值微分形式，此时不再有一般的外微分算子 d。存在的只

有 ∂̄ : Ap,q(E) → Ap,q+1(E)。

定义 4.1.7 (E− 值微分形式的 ∂̄ 算子). 对于 E− 取值 (p, q) 形式 σ，局部全纯标架 {ei}（自
然标架和平凡化的等同性在全纯情况下依然保持），设：

σ =
∑

ωi ⊗ ei

定义

∂̄σ =
∑

∂̄ωi ⊗ ei

很容易验证这个定义是标架选取无关的。对于任何两组全纯标架，设其过渡矩阵为 {gij}
（当然是全纯的），利用全纯函数可以在 ∂̄ 算子下提出立刻就能得到证明。

例子 (切丛). 1. 几何学里切丛是一个极其重要的对象。对于复流形 M 上一点 x ∈ U ⊆ M，坐

标映射 ϕU : U → Cn 诱导了切映射 Tx(M) → Tφ(x)(Cn) ∼= C2n，那么在局部上即有微分同胚

∪x∈UTx(M) ∼= U × C2n。

因此这就得到了一个向量丛，称为切丛 TM。其中转移函数为 JR(ϕUϕ
−1
V )。

2. 由于 Tx(M) = T ′
x(M)⊕T ′′

x (M)，可以验证 T ′, T ′′ 都是子向量丛。并且更进一步地 T ′ 还

是全纯向量丛。

3. 类似地，自然还可以定义 T ∗, T ∗′, T ∗′′, T ∗(p,q) 等等。

最后还有两个特殊且重要的例子：

定义 4.1.8 (法丛和余法丛). 对于复流形 M 的子复流形 V，自然有嵌入 T ′(V ) ↪→ T ′(M)|V，定
义这个嵌入的商丛（coker）为法丛 NV /M，定义其对偶为余法丛 N∗

V /M （注意这里考虑的都是

全纯切空间）

4.2 度量，联络和曲率

4.2.1 Hermitian 度量，向量丛的联络

定义 4.2.1 (向量丛上的度量). 对于一个复向量丛 E → M，其上的 Hermitian 度量指每个纤
维 Ex 上的 Hermitian 内积，并且这个度量关于 x 是光滑的，i.e. 对于标架 ζ = {ζ1, · · · , ζk}，
hij(x) = (ζi(x), ζj(x)) 是光滑的。

具有这样的 Hermitian 度量的全纯向量丛称为 Hermitian 向量丛。
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对于一组标架 ζ，称它为酉标架（w.r.t. 某个 Hermitian 度量），如果 ζ1(x), · · · , ζk(x) 对所
有 x 都是一组 Hermitian 度量下的正交基。同样，Gram-Schmidt 正交化保证了这样的标架是
局部存在的。

对于复向量丛及其子丛 F ⊂ E，F 自然在 E 的某个 Hermitian 内积下有正交补空间，这
样的补空间也构成了丛，并且很容易验证它和 E/F 是 C∞ 同构的。

例子. 在 CPm 的线丛 O(n) 上我们有自然的度量：
1

(1 + |s|2)n
，特别地当 m 是 1 时，切丛为

O(2)，这给出了一个自然的度量：它和前文的 Fubini-Study 度量是相同的。

定义 4.2.2 (联络). 复向量丛 E →M 上的联络是指映射

D : A 0(E) = Γ(E) → A 1(E) = Ω1(X,E)

满足 Leibniz 律：
D(f · ξ) = ξ ⊗ df + f ·D(ξ)

对于所有 f ∈ C∞(M), ξ ∈ A 0(E) 成立。

注记. 联络的动机是协变导数，近似地说 D 可以理解成将 E 的截面输入，输出 E 对任何切向

量场求协变导数的规则。

对于 E 在 U 上的一组标架 e = {e1, · · · , en}，Dei =
∑
ej ⊗ θij，其中 θij 是 1-形式。那么

对于固定的标架，方阵 θ = (θij) 完全决定了联络，显式地写出来如下。

对于一般的 σ ∈ Γ(U) = A 0(E)(U)，有 σ =
∑
σiei。那么：

Dσ =
∑

dσi ⊗ ei +
∑

σi ·Dei

=
∑
j

(dσj +
∑
i

σiθij)⊗ ej

下面考察联络方阵 θ 在标架变换下的变化：如果 e′i =
∑
ejgij，那么：

De′i =
∑
j

ej ⊗ dgij +
∑

Dei · gij

=
∑
j

ej ⊗ dgij +
∑

eiθigij

因此写成联络方阵的形式，有：

θe′ = g−1 · dg + g−1 · θe · g (e′ = g · e)

注意：联络方阵作用在右侧！！！

命题 4.2.3. 对于任何向量丛，联络总是存在的。

证明. 证明简而言之就是在平凡丛上任何 1-form 都能给出一个联络，那我们只需通过单位分拆
将这些平凡丛上的局部联络通过满足联络方阵变换关系的方式粘结起来。

考虑向量丛 E 的平凡化开覆盖 {Uα}，由仿紧性（通过做局部有限开加细）无妨 {Uα} 是
局部有限的平凡化覆盖。
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选取对应的单位分解 gα，假定 Uα ∩ Uβ 的转移矩阵为 Aαβ。对于每个 α 选取一个 1-form
构成的矩阵 ϕα，定义

ωα =
∑
γ

gγ(A
−1
γα · dAγα +A−1

γα · ϕγ ·Aγα)

我们来验证这的确满足联络方阵的变换规律，从而能够定义出一个全局的联络。现在

A−1
αβdAαβ +A−1

αβωαAαβ

= A−1
αβdAαβ +A−1

αβ

∑
γ

gγ(A
−1
γα · dAγα +A−1

γα · ϕγ ·Aαγ) ·Aαβ

= A−1
αβdAαβ +A−1

αβ

∑
γ

gγ(A
−1
γα · dAγα +A−1

γα · ϕγ ·Aαγ) ·Aαβ

= A−1
αβdAαβ +

∑
γ

gγ(A
−1
γβ · ϕγ ·Aγβ) +

∑
γ

gγ · (A−1
γβ · dAγα ·Aαβ)

然而

A−1
γβ · dAγα ·Aαβ = A−1

γβ · dAγβ ·Aβα ·Aαβ +A−1
γβ ·Aγβ · dAβα ·Aαβ

= A−1
γβ · dAγβ −A−1

αβdAαβ

（最后一个等号是因为 A · dA−1 + dA ·A−1 = 0）

这就说明了上式是 ωβ，从而是全局定义的联络。

4.2.2 Chern 联络

一般情况下向量丛 E 的联络并不能被典范选取（这和古典的曲线曲面论完全不同！），但是

对于复流形上的 Hermitian 向量丛，可以通过设置几个要求使得这样好的联络能够被唯一选取。

定义 4.2.4 (联络的相容性).
1. 由于 D : A 0(E) → A 1(E)，它可以分解为 D′ : A 0(E) → A 1,0(E) 和 D′′ : A 0(E) →

A 0,1(E)，D = D′ +D′′。称联络 D 与复结构相容，如果 D′′ = ∂̄。

注意：∂̄ 可以从一般的外微分形式推广为任何全纯向量丛上的外微分式，这是可以良好定

义的（只需仿照普通的 ∂̄）即可。良定义性源于向量丛的全纯性，然而我们一般没有典范的外

微分算子 d，实际上这就是联络 D 不能典范选取。

2. 对于 Hermitian 向量丛 E →M，称联络 D 与度量相容，如果：

d(ξ, η) = (Dξ, η) + (ξ,Dη)

引理 4.2.5. 对于 Hermitian 向量丛 E →M，存在唯一的联络同时与复结构和度量相容。

证明. 由于 Hermitian 向量丛是全纯的，因此可以局部地选取一组全纯标架 e = (e1, · · · , en)。
如果 D 存在，那么在此标架下的联络方阵 θ 一定仅由 (1, 0)- 形式构成（因为此时 ∂̄ei = 0：全

纯标架）。

另一方面，令 hij = (ei, ej)，由线性只需验证 ξ, η 为标架的情况。假定 D 存在，此时

dhij = d(ei, ej) = θki hkj + hikθ̄
k
j
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而这正是 (1, 0)- 形式和 (0, 1)- 形式的分解。
因此比较两端知只需满足

∂h = hθ; ∂̄h = θ̄hT

线性代数指出 θ = h−1 · ∂h 是唯一的解。
通过验证 θ 在标架过渡下不变，θ 最终变为全局的唯一解，从而得到了证明。

这个唯一的联络称为 Chern 联络，[Che01Che01] 称 (1, 0)− 型容许联络。其在全纯标架下的联络
方阵由 (1, 0)-形式组成。另一方面，如果标架是酉的，那么 0 = d(ei, ej) = θij+ θ̄ji，因此 Chern
联络在酉标架下的联络方阵是反 Hermitian的。可以发现它实际上是某种 Levi-Civita联络在复
流形上的模拟，事实上在 Kahler 流形的情况它确实是 Levi-Civita 联络。

定义 4.2.6 (对偶联络). 全纯向量丛 E 上的 Hermitian 度量自然地诱导了 E∗ 的度量：对于 E

的局部酉标架 e，考虑 e∗，并令 (e∗i , e
∗
j ) = δij。D∗ 可以被下式唯一决定：d < σ, τ >=< Dσ, τ >

+ < σ,D∗τ >。其中 σ ∈ A 0(E), τ ∈ A 0(E∗)，称为诱导的对偶联络。

可以看出 Chern联络诱导的对偶联络还是 Chern联络，这只需通过计算验证对偶联络的联
络方阵是 −θH。这里的 H 是 Hermite 转置。

在接下来的两个结果中将会看到 Chern 联络的良好性质。
第一个结果说明 Chern 联络在子丛下保持。

引理 4.2.7. 对于 Hermitian 向量丛 E → M 和一个全纯子向量丛 F ⊆ E，那么 F 继承了 E

上的度量从而也成为 Hermitian 向量丛。由于 E = F ⊕ F⊥，这诱导了 Chern 联络的分解，那
么 DF = πE→F ◦DE，其中 π 是 E 顺着 F⊥ 到 F 的投影。

证明. 对于 F 的截面 ζ ∈ A 0(F )，(πF ◦DE)
′′(ζ) = πF (D

′′
Eζ) = πF (∂̄ζ) = ∂̄ζ，于是 πF ◦DE

是与复结构相容的。

另一方面对于 ζ, ζ ′ ∈ A 0(F )，

d(ζ, ζ ′) = (DEζ, ζ
′) + (ζ,DEζ

′) = (πF ◦DEζ, ζ
′) + (ζ, πF ◦DEζ

′)

因此这说明 πF ◦DE 与度量相容。由 Chern 联络的唯一性得到证明。

第二个结果说明 Chern 联络在张量积下行为良好。

引理 4.2.8. 对两个 Hermitian向量丛 E,E′，E⊕E′自然有一个 Hermitian度量：(λ⊗λ′, δ⊗δ′) =
(λ, δ) · (λ′, δ′)。
另一方面，对于 Chern 联络 DE，它诱导了 E ⊗E′ 上的联络 DE ⊗ 1：(DE ⊗ 1)(ζ ⊗ ξ) =

DEζ ⊗ ξ；同样有 1⊗D′
E。

那么：DE⊗E′ = DE ⊗ 1 + 1⊗DE′

证明. 首先复结构相容性是简单的：因为 (DEζ ⊗ ξ + ζ ⊗DE′ζ)′′ = ∂̄ζ ⊗ ξ + ζ ⊗ ∂̄ξ = ∂̄(ζ ⊗ ξ)

只需验证度量相容：

d(ζ ⊗ ζ ′, ξ ⊗ ξ′) = (ζ, ξ) · d(ζ ′, ξ′) + (ζ ′, ξ′) · d(ζ, ξ)

= (ζ, ξ) ·
[
(DE′ζ ′, ξ′) + (ζ ′, DE′ξ′)

]
+ (ζ ′, ξ′) · [(DEζ, ξ) + (ζ,DEξ)]

=
(
(DE ⊗ 1 + 1⊗DE′)(ζ ⊗ ζ ′), ξ ⊗ ξ′

)
+
(
ζ ⊗ ζ ′, (DE ⊗ 1 + 1⊗DE′)(ξ ⊗ ξ′)

)
从而得到证明。
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4.2.3 曲率

现在回到一般的情况。对于复向量丛 E → M 和其上的联络 D，可以将 D 延拓为一般的

（E− 取值）外微分形式上的算子。

定义 4.2.9 (共变外微分). 给定联络 D，定义

D : A p(E) → A p+1(E)

通过再一次要求 Leibniz 律：
D(s⊗ α) = Ds ∧ α+ s⊗ dα

其中 s 是 E 的截面，α 是 p− 形式。

其中 ψ ∈ A p(E), ξ ∈ A 0(E)：这个定义完全只依赖于联络 D : A 0(E) → A 1(E) 的选取。

接下来考虑算子 D2 : A 0(E) → A 2(E)。对于 C∞ 函数这个算子是线性的，因为：

D2(f · σ) = D(df ⊗ σ + f ·Dσ) = d2f ∧ σ − df ∧Dσ + df ∧Dσ + f ·D2σ = f ·D2σ

这样的线性性质保证我们可以得到比联络更简洁的结果。给定一组标架 e = {e1, · · · , en}，
设 D2ei =

∑
ej ⊗Θi

j，其中 Θij ∈ A 2(M) 是 2− 形式。那么可以看到 D2 的作用不过就是矩阵

Θ = (Θij) 的右乘作用罢了。

由此，Θ 在标架变换 e′i =
∑
gijej 的表现也更简洁：Θe′ = g ·Θe · g−1。

另一方面，Θ 可以由联络矩阵 θ 显式地写出。

D2ej = D(ekθ
k
j ) = el · θlk ∧ θkj + el · dθlj

于是 Θe = dθe + θe ∧ θe：其中 d 是对每个分量求外微分，∧ 是按照普通矩阵乘法进行，只不过
乘法变为外积。

定义 4.2.10 (曲率方阵). Θe 称为联络 D 在标架 e 下的曲率方阵，它由 2 形式 A 2(M) 中的元

素组成。

恒等式 Θe = dθe + θe ∧ θe 称为 Cartan 结构方程。

作为 Cartan 结构方程的推论立刻得到：

定理 4.2.11 (Bianchi 恒等式).

dΘe = Θe ∧ θe − θe ∧Θe

我们还有另外一个 Bianchi 恒等式的形式：

命题 4.2.12 (Bianchi 恒等式).
d∇R = 0

这里由于 R ∈ C∞(M,End(E)⊗ ∧2T ∗M)，d∇ 是 End(E) 上的共变外微分。

证明. 现在对于 E 的截面，我们考虑 E ⊗ End(E) 的共变外微分：

d∇(R(α)) = d∇ < R,α >=< d∇R,α > +(−1)2 < R, d∇α >

=< d∇R,α > +R(d∇α)

但是 d∇ ◦R = d∇3 = R ◦ d∇，于是 < d∇R,α >= 0, ∀α，因此 d∇R = 0。
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Chern 联络的曲率

接下来考虑全纯向量丛上的情况。如果 E →M 是 Hermitian 向量丛，联络 D 和复结构相

容，那么 D′′2 = ∂̄2 = 0，因此 Θ(0,2) = 0（每个元素的 (0, 2)− 阶分量都是 0）
如果联络 D 还和度量相容，那么

Θ = d(H−1 · ∂H) + (H−1 · ∂H) ∧ (H−1 · ∂H)

= (∂ + ∂̄)(H−1 · ∂H) + (H−1∂H) ∧ (H−1∂H)

= ∂̄(H−1 · ∂H) + ∂H−1 · ∂H + (H−1∂H) ∧ (H−1∂H)

= ∂̄(H−1 · ∂H)−H−1 · ∂H ∧H−1∂H + (H−1∂H) ∧ (H−1∂H)

= ∂̄(H−1 · ∂H)

= ∂̄θ

因此 Θ 由 (1, 1)− 形式组成，其中 H 是度量矩阵 H = {(ei, ej)}。

命题 4.2.13. Chern 联络对应的曲率是由 (1, 1) 形式组成的。

命题 4.2.14. Chern 联络对应的曲率方阵在酉标架下是 Hermite 反对称的。

证明. 这可以直接从联络方阵的（在酉标架下是 Hermite 反对称）性质得到。

命题 4.2.15. Chern 联络对应的曲率方阵在张量积下的行为如下：

ΘE⊗F = ΘE ⊗ 1F + 1E ⊗ΘF

证明. 只需考虑前文 Chern 联络在张量积下的行为，以及 Cartan 结构方程。

Θ(s1 ⊗ s2) = θ(θ(s1 ⊗ s2)) = θ(θ1(s1)⊗ s2 + s1 ⊗ θ2(s2))

θ(θ1(s1)⊗ s2) = θ21(s1)⊗ s2 + θ1(s1) ∧ θ2(s2)

同理也可以计算另一部分，两者相加即得到结果。

例子. 对于全纯线丛 L→M，对于局部正取值函数 h，这给出了线丛上的局部度量，那么此时

Chern 联络诱导的曲率方阵是

Θ = ∂̄θ = ∂̄(h−1 · ∂h) = ∂̄∂ logh
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4.2.4 规范变换对联络的作用

定义 4.2.16 (自同构丛，规范变换). 对于复向量丛 E，定义自同构丛 Aut(E) = {ϕ ∈ End(E) =

E ⊗ E∗|ϕp : Ep → Ep isomorphism} 其截面 C∞(M,Aut(E)) 称为规范变换群。

规范变换群能够作用到 C∞(M,E) 和全体 E 上联络构成的空间上。

前一个作用是显然的；后一个作用定义如下

C∞(M,Aut(E))× C (E) → C (E)

(α,∇) 7→ α ◦ ∇ ◦ α−1

我们记这个像为 α(∇)。

命题 4.2.17.
α(∇) = ∇−∇α · α−1

这里 α ∈ C∞(End(E))，于是 ∇α ∈ C∞(End(E)⊗ ∧1E)，从而这个式子确实有意义。

证明.

α(∇)s = α ◦ ∇(α−1 ◦ s)

= α(∇α−1s+ α−1∇s)

= α∇α−1s+∇s

然而 ∇α−1 = −α−1∇αα−1（这是对矩阵值求微分），这就得到了结果。

4.2.5 全纯切丛的联络

首先回忆前文定义 4.2.64.2.6，我们考虑复流形上的全纯切丛的 Chern联络 D 的对偶 D∗。由于

D∗ : A 1,0 → A 1,0 ⊗ A 1 = A 2,0 ⊕ A 1,1

以及外微分算子

d : A 1,0 → A 2,0 ⊕ A 1,1

自然可以比较这两个算子的行为：由于 D∗ 与复结构相容，那么 D∗′′ = ∂̄，从而这两个算

子在 A 1,0 → A 1,1 这个分量上是一样的。

现在考虑 M 上的 Hermitian 度量 ds2 =
∑
ϕi ⊗ ϕi，很容易看出它实际上就是全纯切丛上

的 Hermitian 度量。

定义 4.2.18 (挠率矩阵). 对于全纯切丛上的任一联络，都有挠率矩阵：设全纯切丛有局部标架
S = (S1, · · · , Sm)T，以及全纯余切丛上的对偶标架 σ = (σ1, · · · , σm)1×m。

定义 τ = dσ − σ ∧ θ，其中 θ 是全纯切丛上联络 D 在局部标架 S 下的联络矩阵。

对于标架变换 S′ = A · S，余标架遵守 σ′ = σ ·A−1，即 σ = σ′ ·A。两侧取外微分：

dσ = dσ′ ·A− σ′ ∧ dA

而由联络方阵的变换公式：θ′ = dA ·A−1 +A · θ ·A−1，有

dA = θ′ ·A−A · θ
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于是

dσ = dσ′ ·A− σ′ ∧ (θ′ ·A) + σ′ ∧ (A · θ)

= (dσ′ − σ′ ∧ θ′)A+ (σ ·A−1) ∧ (A · θ)

= (dσ′ − σ′ ∧ θ′)A+ σ ∧ θ

因此 τ = τ ′ ·A。

我们自然想问当 D 是 Chern 联络时 τ 如何，如下结果给出了回答。

定理 4.2.19. 对于全纯切丛给定了 Hermitian 度量的流形 M，D 是全纯切丛的 (1, 0)− 型联络
当且仅当挠率矩阵由 (2, 0)− 型微分式组成。

证明. 同样，考虑全纯标架的对偶余标架 σ，每个 σ 都是 (1, 0)− 型的。因此 ∂̄σ = 0。

联络矩阵 θ 按 (1, 0)− 型和 (0, 1)− 型可以唯一地分解为 θ = θ1 + θ2，那么挠率矩阵 τ =

dσ − σ ∧ θ = (∂σ − σ ∧ θ1)− σ ∧ θ2
因此 τ 已经被分解为 (2, 0)− 形式和 (1, 1)− 形式的和。即 τ 由 (2, 0) 形式组成 ⇐⇒

σ ∧ θ2 = 0

设 θ2 = (θkj )，那么 σj ∧ θkj = 0。由外微分式的 Cartan 引理，这等价于要求每个 θkj 都是

σi 的光滑函数系数线性组合。

但是 σj 是 (1, 0) 型的，θkj 是 (0, 1) 型的，于是这只能等价于 θ2 = 0，即 θ 是 (1, 0) 型

的。

注记. 考察这个判定，它能够有效是因为 τ 的 (, ) 型不因标架的光滑变换而改变，这说明在研

究这样的流形是取光滑标架也是可以容许的。

注记. 回忆前文对 Chern联络的讨论，复结构相容性正等价于其联络矩阵在全纯标架下是 (1, 0)−
型的。而度量相容性可以由其在酉标架下的联络矩阵是反 Hermitian 的保证。
现在保持本节记号不变，考虑 T ′∗(M) 上由 T ′(M) 的度量诱导的的对偶度量，那么自然有

酉标架 {ϕi}。另一方面 T ′(M) 自身上的酉标架正是 {ϕi} 的对偶标架，记为 {vi}。
考虑两个 Chern 联络 D,D∗，以及它们在对应酉标架下的联络矩阵 θ, θ∗。

本段落暂时遗弃，见 Gauss 曲率。

由此我们称（赋予 Hermite 度量的）切丛上的唯一的 Chern 联络为 Hermite 联络，它一定
有 (2, 0)− 型挠率。之前的结果已经指出曲率是 (1, 1)− 型的。

特别地，当挠率矩阵为 0 时，称流形上的度量为 Kahler 度量，这部分内容将在后面章节讨
论。

4.2.6 与古典微分几何的联系

Gauss 曲率

给定一个 Riemann面M，一个局部坐标 z，那么M 上的一个度量（全纯切丛上的 Hermite
度量）由 ds2 = h2dz ⊗ dz = ϕ⊗ ϕ 给出，ϕ = hdz

容易得到 Θ = ∂̄∂(logh)。
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总之结果就是
√
−1Θ = K · Φ，其中 Φ 是度量的关联 (1, 1)− 形式，K 正是古典微分几何

中的 Gauss 曲率。部分讨论见 [Che01Che01, Chapter 4, Section 2]
由于已经计算过 Θ = ∂̄(H−1 ·∂H)，注意右侧实际上是 ∂̄∂ log detH。更一般地，在 Kahler流

形的情况下，利用这个关系我们有 Kahler度量和 Ricci曲率之间的更一般的结果，见命题 8.1.38.1.3。
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第五章 Riemann 几何

5.1 Riemann 几何

定义 5.1.1 (Riemann 度量). 对于实流形，g ∈ C∞(M,T ∗M ⊗ T ∗M) 称为 Riemann 度量，如
果对于每个 p ∈M，gp 都诱导了对称正定双线性形式。

定理 5.1.2 (Riemann 几何基本定理：Levi-Civita 联络). 对于 Riemann 流形 (M, g)，存在唯一

的切丛 TM 上的联络 ∇，使得

1. (无挠). 对于任何两个切向量场，

∇XY −∇YX = [X,Y ]

2. (度量相容). 对于任何三个切向量场，

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

这个唯一的联络称为 (Christoffel-)Levi-Civita 联络。

证明. 假定有这样的联络 ∇，那么对度量相容性的条件轮换三个切向量场 X,Y, Z，轮换后加减，

就得到

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y ) = g(Z,∇XY +∇YX,Z) + g([Y, Z], X) + g([X,Z], Y )

= g(2∇XY, Z)− g([X,Y ], Z) + g([Y, Z], X) + g([X,Z], Y )

即：

g(∇XY, Z) =
1

2
(Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y ) + g([X,Y ], Z)− g([Y, Z], X)− g([X,Z], Y ))

因此我们可以用这一关系式定义 ∇XY，这就说明了唯一性。

接下来我们验证这样定义的联络确实是一个满足要求的联络。首先线性性显然，为验证它

确实是联络只需验证 Leibniz 律：
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g(∇XfY, Z)

=
1

2
(X(f · f(Y, Z)) + f · Y (g(Z,X))− Z(f · g(X,Y ))

+g([X, f · Y ], Z)− g([f · Y, Z], X)− f · g([X,Z], Y ))

=
1

2
[X(f) · g(Y, Z) + f ·X(g(Y, Z)) + f · Y (g(Z,X))− Z(f) · g(X,Y )− f · Z(g(X,Y ))

+g(Z,X(f) · Y + f · [X,Y ]) + f · g(Y, [Z,X])− g(X,−Z(f) · Y + f · [Y, Z])]

= X(f) · g(Y, Z) + f · g(∇XY, Z) = g(X(f) · Y + f · ∇XY, Z)

这说明它确实是联络。由定义

g(∇XY −∇YX,Z) = g(∇XY, Z)− g(∇YX,Z) = g([X,Y ], Z)

因此这说明了无挠。

g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) = Xg(Y, Z)

因此这说明了度量相容。

注记. 注意由求导法则 X(g(Y, Z)) = ∇Xg(Y, Z)+ g(∇XY, Z)+ g(Y,∇XZ)，因此度量相容条件

实际上是指 ∇Xg = 0, ∀X。

现在我们计算在 ∂/∂xi 这个局部标架下的联络矩阵。由于 [∂/∂xi, ∂/∂xj ] = 0，因此

g(∇∂/∂xk
∂

∂xj
,
∂

∂xk
) =

1

2
(
∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

)

于是如果我们假设

∇∂/∂xi
∂

∂xj
= Γlij

∂

∂xl

前述等式左端就为 Γlijglk，于是代入即有：

Γlij =
1

2
glk(

∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

)

同时联络矩阵就是 ωlj = Γlijdx
i。

现在给定了 Levi-Civita 联络，我们自然有曲率张量 R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]，

它和 dω + ω ∧ ω 的定义是相符的。
现在定义 Riemann 曲率张量：

定义 5.1.3 (Riemann 曲率张量). 定义 R ∈ C∞(⊗4T ∗M)

R(X,Y, Z,W ) = g(Z,R(X,Y )W )

命题 5.1.4. Riemann 曲率张量 R 满足：

1. 对前两项反对称：R(Y,X,Z,W ) = −R(X,Y, Z,W )

2. 对前半部和后半部对称：R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )
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3. Bianchi 第一恒等式：R(X,Y, Z,W ) +R(Y,W,Z,X) +R(W,X,Z, Y ) = 0

4. (Bianchi 第一恒等式的等价形式)：R(X,Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0

5. Bianchi 第二恒等式：(∇XR)(Y, Z,−,−) + (∇YR)(Z,X,−,−) + (∇ZR)(X,Y,−,−) = 0

这里将 R视作 ⊗4T ∗M 中的元素，如同共变外微分那样，E 中的联络可以延拓成为 ⊗pE⊗q

E∗ 的联络。事实上这个恒等式和 d∇R = 0 等价。

证明. 1.
由于 R(X,Y ) = −R(Y,X)，于是 R(Y,X,Z,W ) = −R(X,Y, Z,W )。

2.
我们首先证明R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z)。由极化恒等式，这只需说明 g(Z,R(X,Y )Z) =

0，但是

g(Z,R(X,Y )Z) = g(Z,∇X∇Y Z)− g(Z,∇Y∇XZ)− g(∇[X,Y ]Z,Z)

= Xg(∇Y Z,Z)− g(∇XZ,∇Y Z)− Y g(∇X , Z) + g(∇XZ,∇Y Z)−
1

2
[X,Y ]g(Z,Z)

=
1

2
[XY g(Z,Z)− Y Xg(Z,Z)− [X,Y ]g(Z,Z)]

但是在作用到标量场上时，[X,Y ]f = (XY−Y X)f，这就说明了R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z)。
现在由 3.，结合 1. 知我们固定四个切向量场的任何一个，对剩余三个切向量轮换求和都为

0，于是：
R(X,Y, Z,W ) = −R(Z,X, Y,W )−R(Y, Z,X,W )

= R(Z,X,W, Y ) +R(Y, Z,W,X)

= −R(W,Z,X, Y )−R(X,W,Z, Y )−R(Z,W, Y,X)−R(W,Y,Z,X)

= 2R(Z,W,X, Y ) +R(Y,X,Z,W )

= 2R(Z,W,X, Y )−R(X,Y, Z,W )

这就说明了 R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )。

3.
只需证明 R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0。这是因为∑

cyc.

R(X,Y )Z =
∑
cyc.

(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)

=
∑
cyc.

∇X∇Y Z −∇X∇ZY −∇[Y,Z]X

=
∑
cyc.

∇X [Y, Z]−∇[Y,Z]X

=
∑
cyc.

[X, [Y, Z]] = 0

4.
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我们考虑配对 ⊗4T ∗M ⊗ TM ⊗ TM ⊗ TM ⊗ TM 上的诱导联络。我们接下来始终省略轮

换求和记号：

X(R(Y, Z, T1, T2)) = (∇XR)(Y, Z, T1, T2) +R(∇XY, Z, T1, T2)

+R(Y,∇XZ, T1, T2) +R(Y, Z,∇XT1, T2) +R(Y, Z, T1,∇XT2)

但是

X(R(Y, Z, T1, T2)) = X(g(T1, R(Y, Z)T2)) = g(∇XT1, R(Y, Z)T2)

+g(T1,∇X(R(Y, Z)T2))

= R(Y, Z,∇XT1, T2) + g(T1, (∇XR)(Y, Z)T2) + g(T1, R(∇XY, Z)T2)

+g(T1, R(Y,∇XZ)T2) + g(T1, R(X,Y )∇XT2)

= R(∇XY, Z, T1, T2) +R(Y,∇XZ, T1, T2) +R(Y, Z,∇XT1, T2)

+R(Y, Z, T1,∇XT2) + g(T1, (∇XR)(Y, Z)T2)

因此只需证明 (∇XR)(Y, Z)T2 = 0。再一次地我们考虑配对 E = [End(E) ∧2 T ∗M ] ⊗ TM ⊗
TM ⊗ E 上的联络，于是

(∇XR)(Y, Z)T2 = ∇X(R(Y, Z)T2)−R(∇XY, Z)T2 −R(Y,∇XZ)T2 −R(Y, Z)∇XT2

(((((((∇X∇Y∇Z
hhhhhhh−∇X∇Z∇Y −∇X∇[Y,Z]

−∇∇XY∇Z+∇Z∇∇XY +∇[∇XY,Z]

−∇Y∇∇XZ+∇∇XZ∇Y +∇[Y,∇XZ]

(((((((−∇Y∇Z∇X
hhhhhhh+∇Z∇Y∇X +∇[Y,Z]∇X)T2

= (

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

∇Z∇[X,Y ]−∇[X,Y ]∇Z −∇X∇[Y,Z] +∇[Y,Z]∇X +∇[∇XY−∇YX,Z])T2

= ∇[[X,Y ],Z]T2

再一次由
∑

[[X,Y ], Z] = 0，我们得到了结果。

定义 5.1.5 (截面曲率). X,Y 是 TpM 上的标准正交向量（即 ||X|| = ||Y || = 1, g(X,Y ) = 0），

定义

R(X,Y,X, Y )

为 p 点处 X,Y 张成平面的截面曲率。

注意截面曲率仅和平面有关，即如果选取 X ′ = cos θ ·X − sin θ ·Y, Y ′ = cos θ ·X + sin θ ·Y，
那么截面曲率不变：

R(X ′, Y ′, X ′, Y ′) = R(X,Y,X, Y )

注记. 回到古典的情况，对于嵌入在 R3 中的曲面 M，其上有着 R3 诱导的 Riemann 结构，于
是有着 Levi-Civita 联络（这正是古典曲线曲面论中出现的情况）这个时候的截面曲率（由于切
空间是 2 维的必然唯一：R(e1, e2, e1, e2)）正是曲面的 Gauss 曲率。
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定义 5.1.6 (Ricci 曲率). 给定 Tp(M) 上的一组标准正交基 e1, · · · , en，那么定义 Ricci 曲率张
量（C∞(M,⊗2T ∗M)）为：

Ric(X,Y ) =

n∑
i=1

R(X, ei, Y, ei)

通过计算验证这是良定义的，并且 R 是一个对称张量。

注记. Ricci 曲率事实上反应了流形 M 的拓扑性质（Bochner 定理 e.g.）。R.Hamilton 考虑了所
谓的 Ricci 流：即一族连续变动的 Riemann 度量 g(t) 使得

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t))

这一工具最终证明了 Poincare 猜想。
在 Kahler 流形中，Ricci 形式和线丛的第一 Chern 类系数相同，见命题 8.1.38.1.3

定义 5.1.7 (标量曲率). 定义 Scal ∈ C∞(M) 为：

Scal =
n∑
i=1

Ric(ei, ei) =
n∑

i,j=1

R(ei, ej , ei, ej)

它称为关于度量 g 的标量曲率。

如果 dimM = 2，那么 Scal = R(e1, e2, e1, e2)+R(e2, e1, e2, e1) = 2Ric(e1, e1) = 2Ric(e2, e2) =

2Rsectional。

注记. 如果标量曲率是处处正的，我们有对 Stiefel-Whitney数的描述；如同 Ricci曲率一样，标
量曲率仍然反应了流形 M 的拓扑性质。

定义 5.1.8 (Einstein 度量). 称 Riemann 度量是 Einstein 度量，如果 Ric = λg（准确地说是

Ricij = λgij（注意 Ric, g 都是对称张量），这是一个 2 阶 PDE，称为 Einstein 场方程（其名称
来源是广义相对论）。

5.2 Riemann 流形上的微积分

定义 5.2.1 (体积元). (M, g) 是 Riemann 流形，对于一组局部坐标 x1, · · · , xn，定义 dVg =√
det(gij)dx1 ∧ · · · dxn。容易验证这在转移函数下不变，因此成为全局定义的微分形式，称为体
积元。

定义 5.2.2. 给定向量场 X，其散度定义为 div(X) = ∇iX
i =

∂X i

∂xi
+ ΓiikX

k

特别地：在一点 p 处，可以取定一个局部坐标使得 Γkij=0：称为测地坐标。

定理 5.2.3 (散度定理). ˆ
M
div(X)dVg = 0

证明. 这是因为 div(X)dVg = d(ιXdVg)，那么 Stokes 定理就给出了结果。
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定理 5.2.4 (音乐同构). 假定固定好度量矩阵 (gij)，其逆矩阵为 gij。

对于切向量场 T，其各分量为 Ti，那么取 T i = gijTj，设得到的余切向量场为 T ♯，那么就

得到了同态：

] : TpM → T ∗
pM : T 7→ T ♯

反过来对于余切向量场 T，各分量 T i，定义 Ti = gijT
j，这就给出了

[ : T ∗
pM → TpM : T 7→ T♭

进一步，], [ 给出了 TM 和 T ∗M 之间的纤维丛同构。

利用上述同构，我们可以把联络也转移到余切丛上：

定义 5.2.5.
∇iTj := gik∇kTj

∇iT j := gik∇kT
j

现在由于 ∇g = 0，∇g−1 = 0，于是

∇i(T
j) = ∇i(g

ikTk) = gik∇iTk

因此度量相容性保证了可以将矩阵提进提出。

最后指出：对于高阶张量场，我们也可以做类似操作：

T ij1···jp := gikTkj1···jp

我们来看一些有用的结果。

命题 5.2.6 (分部积分). ˆ
M
T i · ∇ifdVg = −

ˆ
M

∇iT
ifdVg

证明. ˆ
M
T i · ∇ifdVg =

ˆ
M

∇i(T
if)− (∇iT

i)fdVg

第一项 ∇i(T
if) 正是散度 div(fT )，因此积分后是零，于是这就说明了结果。

定义 5.2.7 (几何 Laplacian). 对于 f ∈ C∞M

∆f := −∇i∇if

注意由于 g, g−1 可以提进提出，上式等价于 −∇i∇if：后者是 −∇ig
ik∇kf = −gik∇i∇kf =

−∇k∇kf，同时我们还可以看出在标准度量下这就退化成为欧式空间上的标准 Laplacian（只不
过携带了一个符号）

特别地，在正规坐标下

∆f = −
n∑
i=1

∂2f

∂xi∂xi
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命题 5.2.8 (Laplacian 的散度定理).
ˆ
M

∆fdVg = 0

证明. ∆f 不过是散度 div(∇if · ∂

∂xi
)，因此散度定理立刻说明了结果。

定理 5.2.9 (Laplacian是正算子). 对于∆的特征值 λ：∆f = λf，那么 λ ≥ 0，并且 λ = 0 ⇐⇒ f

是常数。

证明. 考虑 L2 内积：

(∆f, f) =

ˆ
M

−∇i∇if · fdVg

=

ˆ
M

∇if · ∇ifdVg =

ˆ
gij∇jf · ∇if

=

ˆ
M

||df |2L2 ≥ 0

特别地，如果 g = ∆f，那么
´
g = 0，这是 Hodge 分解的前兆。
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第六章 紧复流形上的 Hodge 理论

6.1 Hodge 定理的动机与陈述

对于一个连通紧致的 n 维复流形 M，其上的 Hermitian 度量 ds2 诱导出了关联 (1, 1)− 形

式 ω =

√
−1

2

∑
ϕj ∧ ϕ̄j，其中 {ϕi} 是酉标架。

这个度量诱导出了 T ∗(p,q)(M) 上的度量：令 {ϕI ∧ ϕ̄J}#I=p,#J=q 为一组酉标架，并且取

||ϕI ∧ ϕ̄J ||2 = 2p+q。由定理 2.4.22.4.2，此时体积元为 Φ =
∧nω
n!

= (−1)n(n−1)/2(
√
−1/2)nϕ1 ∧ · · · ∧

ϕn ∧ ϕ̄1 ∧ · · · ∧ ϕ̄n。
现在考虑空间 Ap,q(M)（(p, q)- 阶外形式空间），其上有内积：

(ψ, η) =

ˆ
M
(ψ(z), η(z))zΦ

可以验证它使得 Ap,q 成为了预 Hilbert 空间预 Hilbert 空间（不要求完备的内积空间）。
Hodge 定理的主要动机是，对于一个 ψ ∈ Zp,q

∂̄
(M)，其所在的 Dolbeault 同调类为 ψ+ ∂η，

我们希望找到这个同调类中范数最小的元素。

接下来的一个段落是非正式的计算（我们假装 A(p,q) 是完备的，并且 ∂̄ 算子是有界的）。

定义伴随算子

∂̄∗ : Ap,q → Ap,q−1

使得

(∂̄∗ψ, η) = (ψ, ∂̄η)

总成立。这个定义是否合理有待于对伴随算子的考察，但是唯一性是显然的。有关存在性的论

述将放在后面。下面假定这个算子是良好定义的，那么有

引理 6.1.1. 一个 ∂̄ 闭形式 ψ ∈ Zp,q
∂̄
在所处的 Dolbeault 同调类中是范数最小的当且仅当

∂̄∗ψ = 0

证明. 如果 ∂̄∗ψ = 0，那么

||ψ + ∂̄η||2 = ||ψ||2 + ||∂̄η||2 + 2Re(ψ, ∂̄η) = ||ψ||2 + ||∂̄η||2 + 2Re(∂̄∗ψ, η)

= ||ψ||2 + ||∂̄η||2 > ||ψ||2

反过来，如果 ||ψ|| 是最小的，那么 ∂

∂t
||ψ+ ∂̄(t · η)||2

∣∣∣∣
t=0

= 0，对 t 沿实轴和虚轴分别展开

知 (ψ, ∂̄η) = 0，于是 (∂̄∗ψ, η) = 0，由于 η 选取任意，于是 ∂̄∗ψ = 0。
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注意在失去完备和有界的假定下，这个引理当然没有理由正确。例如完备性的丧失导致求

导不再有意义。

这个引理告诉我们，在“形式”上，我们可以选取 Hp,q

∂̄
(M)的代表元为方程组

∂̄ψ = 0

∂̄∗ψ = 0

的解。

定义 6.1.2 (∂̄-Laplacian). 定义 ∆∂̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄
(
= (∂̄ + ∂̄∗)2

)
：最后一个等号是因为 ∂̄∗2 = 0，

尽管我们现在还没有严格说明这件事。

首先很显然的满足方程组的 ψ 当然满足 ∆ψ = 0，反过来如果 ∆ψ = 0，那么 (∆ψ,ψ) =

(∂̄∂̄∗ψ,ψ) + (∂̄∗∂̄ψ, ψ) = ||∂̄ψ||2 + ||∂̄∗ψ||2。因此 ∂̄ψ = ∂̄∗ψ = 0。即方程组可以转化为 Laplace
方程 ∆ψ = 0。

称 Laplace 方程的解为调和形式，全体 (p, q)- 调和形式构成的空间为 Hp,q(M) 称为调和空

间。之前的引理“证明”了 Hp,q ∼= Hp,q

∂̄
，而这个结果的严格论述正是 Hodge 定理的内容。

∂̄∗ 算子

我们首先从这个还没有被严格定义的伴随算子开始。

定义 6.1.3 (星算子). ∗ : Ap,q → An−p,n−q，满足对于 η ∈ Ap,q：

(ψ, η)Φ = ψ ∧ ∗η, ∀ψ ∈ Ap,q

其中 Φ 是体积元。

首先这个算子是唯一定义的，因为如果某个 (n − p, n − q)- 外微分式和任意 (p, q)- 外微分
式作楔积的结果都是 0，那么它一定是 0.（这是基本的代数结果，因为考虑

∑
dzI ∧ dz̄J ,∧ 上

对应分量的补就能提取出分量系数）

存在性由下式给出，对于

η =
∑

ηIJ̄ϕI ∧ ϕ̄J

（这里 ϕi, ϕ̄i 是 Hermitian 度量对应的酉标架）定义

∗η = 2p+q−n
∑

εIJ η̄IJ̄ϕI0 ∧ ϕ̄J0

其中 I0 = {1, · · · , n} − I，εIJ 为置换

(1i, · · · , ni, 1j , · · · , nj) 7→ (i1, · · · , ip, j1, · · · , jq, i01, · · · , i0p, j01 , · · · , j0q )

的符号。

验证它满足要求只需考虑 ψ 为 An−p,n−q 一个基 ϕ{1,··· ,n}−I′ ∧ ϕ̄{1,··· ,n}−J ′ 的情况，这个验

证是简单而直截了当的。

另一方面，很容易验证 ∗∗ = (−1)p+q。

现在定义 ∂̄∗ = − ∗ ∂̄∗，对于 ψ ∈ Ap,q−1, η ∈ Ap,q 我们来验证它满足要求：

(∂̄ψ, η) =

ˆ
M
∂̄ψ ∧ ∗η = (−1)p+q

ˆ
M
ψ ∧ ∂̄ ∗ η +

ˆ
M
∂̄(ψ ∧ ∗η)
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然而 ψ ∧ ∗η 是 (n, n− 1)- 的，此时 ∂̄ = d。于是由 Stokes 定理，它就是 0。

因此

(∂̄ψ, η) = −
ˆ
M
ψ ∧ ∗ ∗ ∂̄ ∗ η = −

ˆ
M
ψ ∧ ∗∂̄∗η = (ψ, ∂̄η)

推论 6.1.4. ∂̄∗2 = 0。

注记. 如果我们将微分形式换为紧支微分形式，上述所有讨论都可对任意复流形进行。这时对于
M = Cn，f ∈ A0,0

c (M)，∆(f) 就是普通的 Laplace 算符，我们将会看到对于 Kahler 流形也有
类似的结果成立。

Hodge 定理

定理 6.1.5 (Hodge 定理).
1. dimHp,q <∞
2. 正交投影 H : Ap,q → Hp,q 由于 1 成立是良定义的（有限维线性子空间是闭子空间，于

是正交补良定义）。存在唯一一个算子 G : Ap,q → Ap,q，称为 Green 算子，满足：

G(Hp,q) = 0; ∂̄G = G∂̄; ∂̄∗G = G∂̄∗;H +∆G = id

更进一步，G 是有界且紧的。

立刻得到的推论是 Hp,q(M) ∼= Hp,q

∂̄
(M)。

最后一式表明 ψ = H(ψ) + ∂̄(∂̄∗Gψ) + ∂̄∗(∂̄Gψ) ，但是：
∂̄ψ = 0

∂̄∗ψ = 0

ψ = ∂̄η

=⇒ (ψ,ψ) = (∂̄η, ψ) = (η, ∂̄∗ψ) = 0


∂̄ψ = 0

∂̄∗ψ = 0

ψ = ∂̄∗η

=⇒ (ψ,ψ) = (ψ, ∂̄∗η) = (∂̄ψ, η) = 0

ψ = ∂̄η

ψ = ∂̄∗η′
=⇒ (ψ,ψ) = (∂̄η, ∂̄∗η) = (η, ∂̄∗2η) = 0

因此线性代数的结果指出有直和分解：Ap,q = Hp,q ⊕ ∂̄Ap,q−1 ⊕ ∂̄∗Ap,q+1

另外：
∂̄ψ = 0

∂̄∗ψ = 0

ψ = (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄)η

=⇒ (ψ,ψ) = (∂̄∂̄∗ψ,ψ) + (∂̄∗∂̄ψ, ψ) = ||∂̄ψ||2 + ||∂̄∗ψ||2 = 0

于是定理 6.1.56.1.5的第二条结果还说明了给定 η，∆ψ = η 有解当且仅当 H(η) = 0，即存在直和分

解 Ap,q = Hp,q ⊕∆(Ap,q)。另外，ψ = Gη 是在方程的所有解中唯一满足 H(ψ) = 0 的。唯一性

由直和分解是简单的，只需验证 Gη 满足要求。由于 H = id−∆G，H(Gη) = Gη−∆◦G◦Gη =

Gη −G[∆(Gη)] = Gη −Gη = 0。
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注记. 可以看到，Hodge 定理可以毫无困难地修改为对于 d 算子和 Riemann 流形上的情况。并
且也不难看出接下来的证明在这一情况下也能够奏效。
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6.2 Hodge 定理的证明

我们直接证明更一般版本的 Hodge 定理，这个推广版本的 Hodge 定理指出我们不仅仅可
以考虑复值的外微分式，这个定理对全纯线丛，乃至全纯向量丛都成立。为了叙述方便现在只

考虑全纯线丛的地方，但可以看出接下来的证明中线丛和向量丛没有任何本质上的区别，证明

过程可以毫无困难地进行推广。

现在和前文一样，固定紧复流形 M 上的 Hermitian度量，以及全纯线丛 L上的 Hermitian
度量。同样地，这定义了 L− 值微分形式 Ap,q(L) 上的内积，它再一次成为了预 Hilbert 空间。
∂̄ 算子的定义如定义 4.1.74.1.7所述。现在考虑线丛上的 Hermitian 联络 D，并将其延展到整个外代

数 A(L) 上，这时 D′′ = ∂̄，于是我们可仿照前文定义星算子，伴随算子 ϑ = − ∗ ∂̄∗，当然也有
Laplace 算子（这里记为 □）。
注意：□ = (∂̄ + ϑ)2，容易验证它是自伴的。

前文的一切讨论都可以毫无困难地推广到这一情况。

现在我们重述 Hodge 定理如下：

定理 6.2.1 (全纯线丛的 Hodge 定理).
设 M 是紧复流形，L 是全纯线丛。现在固定 M 和 L 上的 Hermitian 度量，按前文定义

出若干算子。那么：

1. dimHp,q <∞
2. 正交投影 H : Ap,q → Hp,q 由于 1 成立是良定义的（有限维线性子空间是闭子空间，于

是正交补良定义）。存在唯一一个算子 G : Ap,q → Ap,q，称为 Green 算子，满足：

G(Hp,q) = 0; ∂̄G = G∂̄; ∂̄∗G = G∂̄∗;H +□G = id

更进一步，G 是有界且紧的。

6.2.1 Sobolev 空间

首先从 Rn 中开集 Ω 上的 Sobolev 空间开始，我们考虑的都是复值函数。
定义 As(Ω) = {f ∈ C∞(Ω)

∣∣|f |2s <∞}

这里范数 |f |2s =
∑
|α|≤s

ˆ
Ω
|Dαf |2dx。其中求和式中 Dα 指 α- 混合偏导数，并对总次数不超

过 s 的所有 α 求和。

自然，这个范数可由内积 (f, g)s =
∑
|α|≤s

ˆ
Ω
(Dαf)(Dαg)dx 诱导，并且 Schwartz 不等式成

立。

于是 As(Ω) 在这范数和内积下成为预 Hilbert 空间，并且有 | · |t ≤ | · |s ∀t ≤ s。

定义 6.2.2 (Sobolev 空间). 称 As(Ω) 按范数 | · |s 的完备化为 Sobolev 空间 Hs(Ω)。对于紧支

空间 As(Ω) ∩ C∞
c ，其完备化记为 H̊s(Ω)。

它们都是 Hilbert 空间，并且 H̊s(Ω) ⊆ Hs(Ω)

我们接下来将看到这里定义的 Sobolev 空间是一个特例，在后文将会看到 Hs 正是所谓

W 2,s 空间，从而给出一个等价的 Sobolev 空间定义。首先指出的是 H0(Ω) = H̊0(Ω) = L2(Ω)，

这个结果在任何实分析的教材内均可找到。e.g.[PMF14PMF14, Chapter 7]
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首先引入弱导数的概念：

定义 6.2.3 (弱导数). 对于 f ∈ H0(Ω)，如果 hα ∈ H0(Ω) 使得对于任何 ϕ ∈ C∞
c (Ω)，都有

(f,Dαϕ)0 = (−1)|α|(hα, ϕ)0

那么称 hα 是 f 的 α 阶弱导数，记为 Dαf = h (weak)

注记. 弱导数如果存在，则在相差零测集的意义上是唯一的。这是因为 (hα − hα
′
, ϕ)0 = 0，即ˆ

Ω
(hα− hα

′
)ϕ̄ = 0 对任何 ϕ ∈ C∞

c (Ω) 成立。于是自然 hα − hα
′
= 0, a.e.，于是弱导数在 L2 空

间中是唯一的。

自然，对于光滑函数，弱导数毫无例外地退化成为正常的导数。这是因为我们在定义弱导

数时就形式地取用了分部积分得到的结果。同样也可以直接验证弱导数的运算法则和普通导数

无异。

命题 6.2.4 (弱导数的存在性). 对于 f ∈ Hs(Ω)，∀αs.t.|α| ≤ s，Dαf (weak) 都存在。（注意

Hs ⊆ H0）

证明. 由完备化的定义，存在 {fi} ∈ As(Ω)，|fi − f |s → 0，于是 {fi} 在 | · |s 下是 Cauchy 列，
从而 {Dαfi} 在 | · |0 下是 Cauchy 列（因为 |Dαf |0 显然地被 |f |s 控制）。
然而 H0 是完备的，于是取出极限 hα。当然

(f,Dαϕ)0 = lim(fi, D
αϕ)0 = lim(−1)|α|(Dαfi, ϕ)0 = (−1)|α|(hα, ϕ)0

因此我们得到了存在性。

接下来一个性质指出了弱导数的意义：完备化后的空间 Hs 上的范数可以与 As 上的范数形

式上定义相同，只不过将偏导换为弱导数。

命题 6.2.5. 对于 f ∈ Hs(Ω)，|f |2s =
∑

|α|≤s |Dαf |20。

证明. 同样取一列 {fi}，在 | · |s 下趋向 f。由命题 6.2.46.2.4 中的构造，当然 {Dαfi} 在 | · |0 下趋
向于 Dαf。

那么 |f |2s = lim |fi|2s = lim
∑

|Dαfi|20 =
∑

|Dαf |20。

接下来将要证明 Sobolev 空间的等价表述，为此先说明如下引理。

引理 6.2.6 (光滑化引理). 对于紧支实值光滑函数 χ ∈ C∞
c (Rn)，χ ≥ 0。如果 suppχ ⊆ B(0, 1)，

并且
´
Rn χ = 1。对于 ∀ε > 0，记 χε(x) =

1

εn
χ(
x

ε
)。

对于 f ∈ L2(Ω)，将其用零值延拓到 Rn 上：f(x) = 0 for x /∈ Ω，定义卷积

(f ∗ χε)(x) =
ˆ
Rn

f(y)χε(x− y)dy

那么：

1. d(supp f,Rn − supp(f ∗ χε)) ≤ ε

2. f 7→ f ∗χε 是一个 L2(Ω) → C∞(Rn)∩L2(Rn)的映射。并且在 L2 范数下 f−f ∗χε
ε→0−→ 0。

3. 若 d(supp f,Rn − Ω) > 2ε，且弱导数 Dαf 存在，那么 Dα(f ∗ χε) = (Dαf) ∗ χε。
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证明.
1. 由于 (f ∗ χε)(x) =

´
Rn f(x − εy)χ(y)dy，若 (f ∗ χε)(x) 6= 0，则 ∃y, s.t.f(x − εy) 6= 0，

i.e.|x− y| ≤ ε。于是结果得证

2. 我们首先证明 ∀α，Dα(f ∗ χε) 存在，由下式给出：

Dα(f ∗ χε) =
ˆ
Rn

f(y)Dα
x (χε(x− y))dy

（注意这里 Dα 不是弱导数）首先考虑 Dα =
∂

∂xi
的情况，

(f ∗ χε)(x+∆xi)− (f ∗ χε)(x)
∆xi

=

ˆ
Rn

f(y)
χε(x+∆xi − y)− χε(x− y)

∆xi
dy

由于 χε ∈ C∞
c (B(0, ε))。那么 lim χε(x+∆xi − y)− χε(x− y)

∆xi
=
∂χε
∂xi

(x− y)。紧支保证存

在一个 K 使得 |∂χε
∂xi

(x− y)| ≤ K, ∀x, y。

因此中值定理保证 |χε(x+∆xi − y)− χε(x− y)

∆xi
| ≤ K。

于是

|(f ∗ χε)(x+∆xi)− (f ∗ χε)(x)
∆xi

−
ˆ
Rn

f(y)
∂χε
∂xi

(x− y)dy|

≤
ˆ
Rn

|f(y)| · |χε(x+∆xi − y)− χε(x− y)

∆xi
− ∂χε
∂xi

(x− y)|dy

≤ (

ˆ
Rn

|f(y)|2dy)1/2(
ˆ
Rn

|χε(x+∆xi − y)− χε(x− y)

∆xi
− ∂χε
∂xi

(x− y)|2)1/2 ≤ Const.

因此由 Lebesgue控制收敛定理，当∆xi → 0时积分和极限可交换。于是这就是要证的结果。

逐次取偏微分即可证明结果对一般的 Dα 偏微分算子都成立，于是这就说明了 f ∗χε ∈ C∞(Rn)。

Claim. |f ∗ χε|0,Rn ≤ |χ|L1 |f |0
这是因为

|f ∗ χε|20,Rn =

ˆ
Rn

|
ˆ
Rn

f(x− εy)χ(y)dy|2dx

Schwartz
≤

ˆ
Rn

(

ˆ
Rn

|f(x− εy)|2χ(y)dy)(
ˆ
Rn

χ(y)dy)dx

= |χ|L1

ˆ
Rn

(

ˆ
Rn

|f(x− εy)|2χ(y)dy)dx = |χ|L1

ˆ
Rn

(

ˆ
Rn

|f(x− εy)|2χ(y)dx)dy

= |χ|2L1 |f |20

进一步地，同理有 |f ∗ χ|Lp ≤ |f |Lp |χ|L1 ∀f ∈ Lp(Ω), χ ∈ L1(Ω)。

现在证明 |f ∗ χε − f |0
ε→0−→ 0。由于 L2 是 C∞

c 在 | · |L2 = | · |0 范数下的完备化，因此我们
选出一列 fi ∈ C∞

c (Ω) 在 | · |0 意义下趋向于 f。于是 ∀η > 0，存在充分大 i, s.t.|fi − f |0 < η。

由于

|f ∗ χε − f |0 ≤ |(f − fi) ∗ χε|0 + |fi ∗ χε − fi|0 + |fi − f |0
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≤ |χ|L1 |fi − f |0 + |fi − f |0 + |fi ∗ χε − fi|0

由于 fi 紧支，且 fi 一致连续，常规分析手段可以立刻说明 |fi ∗ χε − fi|0 → 0, ε→ 0。

因此我们先取 η 充分小，取出对应的 i 控制住前两项，再取充分小 ε 控制住第三项，于是

就证明了 2.
3. 由假设和 1.，d(supp(f ∗ χε),Rn − Ω) > ε。由弱导数定义知 supp(Dαf) ⊆ supp(f)，于

是 d(supp((Dαf) ∗ χε,Rn − Ω) > ε。

因此只需证明对于 x ∈ Ω，只要 d(x,Rn −Ω) > ε，就有 Dα(f ∗ χε)(x) = ((Dαf) ∗ χE)(x)。
由于 d(x,Rn − Ω) > ε，作为 y 的函数 χε(x− y) ∈ C∞

c (Ω)。那么由 2. 中的证明过程：

Dα(f ∗ χε)(x) =
ˆ
Ω
f(y)Dα

xχε(x− y)dy = (−1)|α|
ˆ
Ω
f(y)Dα

y χε(x− y)dy

((Dαf) ∗ χε)(x) = (−1)|α|
ˆ
Ω
f(y)Dα

y χε(x− y)dy

（这是由弱导数定义得到的）

从而证明了 3.

现在终于可以给出 Hs 的等价定义了：

命题 6.2.7 (Sobolev 空间的等价定义). Hs(Ω) = {f ∈ L2(Ω)|∀α, |α| ≤ s, 弱导数 Dαf 存在 }

证明. 对 f ∈ H0(Ω) = L2(Ω)，如果其直至 |α| ≤ S 阶的各阶弱导数都存在，需要证明存在

fi ∈ As(Ω)，在 | · |s 下趋向于 f。

然而这个命题的证明是简单的，对 f 作单位分拆，使得每个分拆的支集都是紧的。利用光

滑化引理的逼近就有了 | · |s 下收敛，将它们还原回 f 即证。下面具体叙述如下：

选取一组可数局部有限的预紧开覆盖（每个开集的闭包为紧集的开覆盖），{ηα} 为一组从
属的单位分拆，并且 supp ηα 也是紧的。那么由光滑化引理，可以取一组 δ(n) → 0，δ(n) > 0，

使得：

|Dβ(ηαf) ∗ χε(α,n) −Dβ(ηαf)|0 < δ(n)/2α+1

对任何 |β| ≤ s 成立。

令 fδ(n) =
∑

(ηαf) ∗ χε(α,n)，当然 fδ(n) ∈ C∞(Ω)，并且对任何 |β| ≤ s，都有：

|Dβfδ(n) −Dβf |0 = |
∑

{Dβ [(ηαf) ∗ χε(α,n)]−Dβ(ηαf)}|0 ≤ δ(n)

因此 |fδ(n) − f |s → 0，即 f ∈ Hs(Ω)

在 L2 这个大背景下讨论将会变得简明许多，可以直接看出如下结果。

推论 6.2.8.
1. (Sobolev 链) Hs(Ω) ⊆ Hs−1(Ω) ⊆ · · · ⊆ H0(Ω) = L2(Ω)

2. Hs(Ω) 是 As(Ω) 在 L2 中对 | · |s 的闭包。
3. 如果 f ∈ Ht(Ω)，∀|α| ≤ t,Dαf ∈ Hs(Ω)，则 f ∈ Ht+s(Ω)
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下面我们从 Rn 转到复流形，这时的 Dα 自然也是对 (∂/∂zi, ∂/∂z̄i) 讨论的。我们自然想问

这样做和将复流形看做实流形进行讨论 (∂/∂xi, ∂/∂yi) 有什么差别，接下来的引理回答了这个

问题。

引理 6.2.9. 设开集 Ω′ ⊆ Rn，Ω 是 Ω′ 中的预紧开集，Ω′ 上有 n 个复向量场 Xj =
∑
aij

∂

∂xi
，

并且 span{Xi} = span{∂/∂xi}。
那么 ||f ||2s =

∑
|α|≤S |Xαf |20 也在 As(Ω) 上诱导了一个范数。

在 As(Ω) 上 || · ||s 和 | · |s 是范数的等价，i.e. 存在 a1, a2 > 0 使得 a1|| · ||s ≤ | · |s ≤ a2|| · ||s。

证明. 只需注意在此变换下两个范数仅仅差的是若干 Jacobian 行列式的模长平方作为系数的
和，由拟紧性它必然有界，同时一定非负。

因此我们看到复流形上的范数 || · ||s 和将其视作实流形的范数是等价的。

6.2.2 Hodge 定理

首先我们有 Ap,q(L) w.r.t. 某个局部平凡化 {Wα}（紧性保证它可以说有限个）。对于每个
{Wα} 中的单位分拆分量 fα，定义 Sobolev s 范数 | · |s =

∑
k≤s∇kfα，这里 ∇k 是若干 ∇ik 的

复合，其中 ∇ik 指协变导数 ∇zi，∇ 为 Hermite 联络。
这只不过是前文的进一步推广，因而我们规定 |f |2s =

∑
|fα|2s。

类似地，定义 Sobolev空间Hp,q
s (L)为 Ap,q(L)按 |·|s的完备化。再取Hs(L) = ⊕p,qH

p,q
s (L)。

还需说明定义与开覆盖选取无关：对于任何两组满足这里要求的开覆盖 {Wi}, {W ′
i}，考虑

{Wi ∪Wj} 也是开覆盖。对于这个开覆盖诱导的范数，都可以利用引理 6.2.96.2.9证明它和 Wi 诱导

的以及 Wj 诱导的都是范数等价，因此这就说明了 Hp,q 的良定义（范数等价诱导的拓扑相同）。

另一方面，已知 Hermitian 度量诱导了 A(L) 上的内积，通过同样的手段可以看出这内积

诱导的范数 | · | 和 | · |0 是范数等价的，因此 H0(L) 还可以看做 A(L) 在 | · | 下的完备化。
约定. 由于计算方便，在 H0(L) 上通常考虑的是 | · | 范数而不是 | · |0。

定义 6.2.10 (弱算子). f, g ∈ H0(L)，称 Pf = g(weak) 如果 ∀ϕ ∈ A(L), (f, P ∗ϕ) = (g, ϕ)

如果 f ∈ A(L)，那么 Pf = g(weak) =⇒ (Pf, ϕ) = (f, P ∗ϕ) = (g, ϕ)。特别地当 P = ∂̄+ϑ

或 ∂̄ 或 ϑ 或 □ 时，这意味着 Pf = g。

命题 6.2.11 (Dirichlet 内积). 在 Ap,q(L) 上定义 Dirichlet 内积如下：D(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ) +

(∂̄ϕ, ∂̄ψ) + (ϑϕ, ϑψ) = (ϕ, (id+□)ψ)

引理 6.2.12 (Sobolev 引理). H[n/2]+1+s](L) ⊂ Cs(L)，并且 ∩Hs(L) = A(L)

引理 6.2.13 (Rellich 引理). 对于 s > r，Hs → Hr 这个嵌入是紧算子。

定理 6.2.14 (预备定理 I:Gårding 不等式). 对于 ϕ ∈ Ap,q(L)，|ϕ|21 ≤ CD(ϕ), C > 0.

定理 6.2.15 (预备定理 II:Weyl 引理). ϕ ∈ Hp,q
s (L)，ψ ∈ Hp,q

0 (L)，如果 ∆ψ = ϕ(weak) 有弱

解 ψ，那么 ψ ∈ Hp,q
s+2(L)。
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我们现在从预备定理推出 Hodge 定理。

Hodge 定理的证明.
Step 1. Claim: 对于每个 ϕ ∈ Hp,q

0 (L) = L2 − (p, q) 形式，存在唯一的 ψ ∈ Hp,q
1 (L) 使得

对于任何 η ∈ Ap,q(L)，都有 (ψ, (id+□)η) = (ϕ, η)。并且这样定义出的 Hp,q
0 (L) → Hp,q

1 (L) 的

映射 ϕ 7→ ψ 是有界线性算子。

由 Weyl 引理，如果考虑特征方程 □η = λη, η ∈ Hp,q
0 (L)，那么 η ∈ Hp,q

2 (L)，反复操作知

η ∈ ∩Hp,q
s (L) = A(L)。于是每个 L2 弱调和形式 □η = 0, η ∈ Hp,q

0 (L) 实际上就是一个调和形

式。

由于 □ 在 Ap,q(L) 上是自伴的，那么所有特征值都是实的。设 ω ∈ Ap,q 是特征向量，那么

λ(ω, ω) = (ω,□ω) = (∂̄ω, ∂̄ω) + (ϑω, ϑω) ≥ 0，因此 λ ≥ 0，即所有特征值都是非负的。

因此 id+□ 的核是 0：如果 (id+□)ω = 0,□ω = −ω，由特征值的结论知 ω = 0。

现在考虑 (id+□)Ap,q(L) ⊆ Ap,q(L)，考虑它的共轭线性泛函 l：l((I +□)η) = (ϕ, η)。（良

定因为 id+□ 是单的）
那么 |l((I + □)η)| ≤ |ϕ|0|η|0 ≤ |ϕ0| · |(id+□)η|。由 Garding 不等式 Dirichlet 范数和

Sobolev-1 范数是等价的，因此 l 是一个 (id+□)Ap,q(L) → Hp,q
1 (L) 的有界线性泛函。由 Hahn-

Banach 定理，l 可以被延拓到整个 Hp,q
1 (L) 上，同时保持有界。但另一方面 Hp,q

1 (L) 是 Hilbert
空间，于是由 Riesz 定理，存在 ψ ∈ Hp,q

1 满足：

l((id+□)η) = (ψ, (id+□)η)

容易验证 ψ 是唯一的，那么我们就有了 (ψ, (id+□)η) = (ϕ, η), ∀η ∈ Ap,q(L)。

因此我们得到了算子 S : ϕ → ψ，它是自伴的，因为 id+□ 也是自伴的。接下来证明有界
性：

|Sϕ|21 ≤ C|Sϕ|2D ≤ C(Sϕ, (id+□)Sϕ)

但是由 S 的定义，(ϕ, η) = (ψ, (id+□)η) = ((id+□)ψ, η) =⇒ (id+□)Sϕ = ϕ，于是：

C(Sϕ, (id+□)Sϕ) = C(Sϕ, ϕ) ≤ |Sϕ|0|ϕ|0

。

现在 S 是 id+□ 的逆，于是是 L2 − (p, q) 形式上的积分算子，从而存在 K > 0, |Sϕ|0 ≤
K|ϕ|0，因此 |Sϕ|21 ≤ CK|ϕ|20，从而证明了 Claim.

Step 2.
考虑Hp,q

0 (L)
S−→ Hp,q

1 (L) ↪→ Hp,q
0 (L)，最后一个算子是紧的嵌入。因此这个复合Hp,q

0 (L) →
Hp,q

0 (L)是紧的自伴自同态。谱定理指出 Hp,q
0 (L)可以写成可数个 S 的特征子空间的直和，并且

每个特征子空间维数都是有限的，并且这一分解是正交的。设它们分别为 S(λm) = {ϕ|S(ϕ) =
λmϕ}，那么 H0 = ⊕m≥0S(λm)。

现在 Sϕ = 0 =⇒ 0 = (Sϕ, (id+□)η) = (ϕ, η), ∀η ∈ Ap,q(L)。于是 ϕ = 0，因为 Ap,q 在

H0 中是稠密的。因此 λm 6= 0，现在讨论 ϕ ∈ S(λm), Sϕ = λmϕ，那么：

(id+□)Sϕ = ϕ = (id+□)(λφ) = λφ + λ(□ϕ)
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于是 □ϕ =
1− λm
λm

ϕ。

这一过程当然也可反过来进行，于是两个特征子空间 S(λm)和 □(
1− λm
λm

是同构的。µm =

(1− λm)/λm 是 □ 的特征值，前文已证它是正实数。将指标 m 重新排序使得 µ0 < µ1 < · · ·。
因此 Hp,q

0 (L) = ⊕S(λm) = ⊕□(µm) = □(0)⊕ (
⊕

m≥1□(µ+m))，但是 □(0)正是 Hp,q(L)，

从而是有限维的。更进一步，Weyl 引理指出每个 □(µm) 都是由 C∞ 的 (p, q)− 形式组成的。
Step 3. Green 算子 G
由于分解的正交性，在 (H,)⊥ 上

□ϕ = □(

∞∑
n=1

ϕn) =
∑

□ϕn =
∑

µnϕn

于是

|□ϕ|20 =
∑

µ2n|ϕn|20 ≥ µ21
∑

|ϕn|20 = µ21|ϕ|20

因此如果构造出了满足要求的 G，由这个不等式它自动是有界的，于是是连续的。

我们现在构造 G，对于 Hp,q(L) 中的元素自然 G ≡ 0。在 □(µm) 上，取 G(ϕ) =
1

µm
ϕ。

由定义：G 是紧的，因为 1/µm 都被系数 1/µ1 控制，且每个特征子空间都是有限维的。并

且 □G = G□，当然它也和 ∂̄, ϑ 交换。

对于 ϕ ∈ Hp,q
0 (L)，G□(ϕ −H(ϕ)) = □G(ϕ −Hϕ) = ϕ −H(ϕ)。因此 id = H + □G，这

是满足要求的算子。

对于前文提到的预备定理以及相关泛函分析结果，这里略去证明，可以参见 [Gal07Gal07]，或者
参考资料 [Har94Har94]。

6.3 后续结果

6.3.1 有限维性质

Hodge 定理指出了 Hp,q(M) → Hp,q

∂̄
(M) 是一个同构，于是考虑层上同调：

定理 6.3.1. 对于紧复流形 M，dimHq(M,Ωp) <∞

这是一个重要的结果。现在我们直接给出不依赖于 Hodge 定理的 q = 0 时的证明。由紧性，

取 M 的一组有限坐标覆盖 {Ui}，可以取出 Vi 是 Ui 中的预紧开集，并且仍然构成开覆盖。那

么全局截面 ϕ ∈ H0(M,Ωq) = H0({Ui},Ωq) = H0({Vi},Ωq)。
其在 Ui 上局部写成 ϕ =

∑
ϕijdzi,j。定义范数 ||ϕ|| =

∑
i,j supz∈Vi |ϕi,j(z)|。由紧性这个范

数是有限的。

那么在此范数下 H0(M,Ωq) 是完备 Banach 空间：这由光滑函数的性质可以得到。并且
Montel定理指出在此空间中单位球是紧的，于是 Banach空间的结果指出这个空间是有限维的。

事实上这一证明方式可以进一步推广到任意的 q，这是紧复流形的重要性质。
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6.3.2 Kodaira-Serre 对偶

由于 ∗∆ = ∆∗，因此星算子诱导了一个同构 Hp,q(M) → Hn−p,n−q(M)。特别地，由于流

形是紧且连通的，那么 H0,0(M) = C，那么 Hn,n(M) ∼= C · ϕ，其中 ϕ = ∗1 是体积元。
我们现在希望这个同构不依赖于度量，于是有如下抽象的表述：对于 X 上的层 F ,G ,H，

以及层态射 F ⊗ G → H，那么有诱导的杯积 H∗(X,F )⊗H∗(X,G ) → H∗(X,H )。现在将态

射取为外积 ∧ : Ωp ⊗ Ωq → Ωp+q，当然诱导了对应的上同调群的映射。

现在回到微分形式：同样地有外积诱导 Ap,r(M)⊗Aq,s(M) → Ap+q,r+s(M)，记为 {, }。它
能诱导上同调群的映射，因为 ∂̄(ψ ∧ η) = (∂̄ψ) ∧ η + (−1)degψψ ∧ (∂̄η)。

通过观察杯积的具体表达式 (Alexander-Whitney 映射)，可以看出 H 之间的映射和 H 之

间的映射在相差符号的意义下是一样的，即有交换图在至多相差符号的意义下成立：

Hp,q

∂̄
(M)

��

⊗
Hp′,q′

∂̄
(M) //

��

Hp+p′,q+q′

∂̄
(M)

� �

Hq(M,ΩpM )
⊗

Hq′(M,Ωp
′

M ) // ⊗Hq+q′(M,Ωp+p
′

M )

下面我们严格叙述对偶定理。

定理 6.3.2 (Kodaira-Serre 对偶定理).
1. Hn(M,Ωn) ∼= C，并且这个同构是自然的;
2. Hq(M,Ωp) ⊗Hn−q(M,Ωn−p) → Hn(M,Ωn) → C（映射按上文所述定义）是非退化的

双线性映射，i.e. 若 v 6= 0，则 ∃w, s.t.v ⊗ w 6= 0。

证明.
1. 定义同构映射如下：对于 ζ ∈ Hn(M,Ωn)，取代表元 η，定义映射 tr(ζ) =

´
M η，Stokes

公式可以直接验证这是良定义的，并且是自然的。

另一方面，取M 的度量使之成为Hermite流形，那么Hodge定理指出Hn,n

∂̄
(M) ∼= Hn,n(X) =

C · Φ。而 tr(Φ) =
´
M Φ = V ol(X) > 0，因此 tr 是同构。

2. 只需验证非退化：对于 ζ 6= 0，ζ ⊗ ∗ζ 7→
´
M ζ ∧ ∗ζ = |ζ|2 > 0。

6.3.3 Dolbeault 上同调的 Kunneth 公式

对于紧复流形 X,Y，积流形 X × Y 到 X 的投影诱导了 Hq(X,ΩpX) → Hq(X × Y,ΩpX×Y )。

于是同样地考虑 Alexander-Whitney 映射，有 H∗(X,Ω∗
X)⊗H∗(Y,Ω∗

Y ) → H∗(X × Y,Ω∗
X×Y )。

定理 6.3.3 (Dolbeault 上同调的 Kunneth 公式). 对于紧复流形 X,Y，映射 H∗(X,Ω∗
X) ⊗

H∗(Y,Ω∗
Y ) → H∗(X × Y,Ω∗

X×Y ) 是同构。

证明. 选取 X,Y 上的 Hermite 度量，以及诱导的 X × Y 的乘积度量，Hodge 定理指出我们只
需考虑调和形式的情况 H∗,∗(X)⊗H∗,∗(Y ) → H∗,∗(X × Y ) 即可。注意：在此时度量是不重要

的，事实上无论选取了什么样的度量，这个映射都应该是一个同构，这是可以直接从 Hodge 定
理得到的。
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Step 1.（纯形式足够多）取 X,Y 的局部坐标分别为 z, w。注意我们现在讨论的映射实际

上正是杯积去掉对角函子的拉回部分（i.e. Alexander-Whitney），因此调和形式之间的映射就
是由 Kodaira-Serre 对偶中定义的映射诱导的，即：

Ap,q(X)⊗Ap
′,q′(Y ) → Ap+p

′,q+q′(X × Y ) : ξ ⊗ η 7→ ξ(z) ∧ η(w)

称 ξ(z) ∧ η(w) 这样的形式为纯形式（或可分解形式，这个记号在张量积中也讨论过）。
Claim. 纯形式在 Aa,b(X × Y ) 中是 L2− 稠密的。
欲说明这一结果，只需说明纯形式构成的线性子空间的正交补（w.r.t.L2 内积）是 0. 如果

ζ（X ×Y 上的形式）满足对任何 ξ, η（分别为 X,Y 上的形式），都有
´
X×Y (ζ, (ξ ∧ η))L2Φ = 0，

我们希望说明 ζ = 0。欲证明这一点，只需考虑 ζ 在外形式基上的每一个分量，因为由内积的

定义它们是正交的，因此无妨假定 ζ = ϕ(z, w) · dz ∧ dw。其中 ϕ(z, w) 是光滑函数。

如果 ϕ(z0, w0) 6= 0，通过乘上旋转因子 eiθ 无妨 <(ϕ) > 0，那么存在一个邻域使得在其上

<(ζ) > 0，由乘积拓扑基，可以假定这个邻域是 U × V。在 U, V 上各自寻找紧支形式 ξ, η，并

且再一次适当乘上旋转因子，使得 <(ζ, (ξ ∧ η))|(z0,w0) > 0。同样连续性保证充分小邻域 U ′×V ′

内都有 <(ζ, (ξ∧η)) > 0。通过乘以 bump函数，自然可假定在 U ′×V ′ 外都有 <(ζ, (ξ∧η)) = 0。

于是

0 = <
ˆ
X×Y

(ζ, (ξ ∧ η))Φ =

ˆ
U ′×V ′

<(ζ, (ξ ∧ η))Φ > 0

矛盾。

因此 L2− 稠密性得证。
Step 2. （□X×Y）对于纯形式，∂̄ 算子满足 ∂̄M×N = ∂̄M ± ∂̄N（外积的外微分公式）。

在 X × Y 局部地取一组标架，它们是有 X,Y 上的酉标架拼合而成，这自然还是酉标架。

从而由 ∂̄∗X = − ∗ ∂̄X∗,etc. 得到：
∂̄∗X×Y = ∂̄∗X ± ∂̄∗Y

∂̄X ∂̄
∗
Y + ∂̄∗Y ∂̄X = 0 = ∂̄Y ∂̄

∗
X + ∂̄∗X ∂̄Y

注意：这里 ∂̄X 作用在 X × Y 上的形式是通过投影 X × Y → X 的拉回提升上去得到的，

容易验证这在纯形式上是良好定义的：事实上它即为无视了 Y 坐标部分，保持其不动。

上述关系说明了在纯形式上 □X×Y = □X +□Y，即

□X×Y (ξ ⊗ η) = (□Xξ)⊗ η + ξ ⊗ (□Y η)

。

现在：纯形式的稠密性自然将 □X×Y = □X +□Y 推广到整个 Ap,q(X × Y )。

如果 □X(ξ) = λξ,□Y (η) = µη，那么 □X×Y (ξ⊗ η) = (λ+µ)(ξ⊗ η)。结合稠密性知 □X×Y

的特征值恰为 λi + µj，并且纯特征形式（i.e. ξ ⊗ η 构成了 Ap,q(X × Y ) 的一组 L2− 基。（回
忆 Hodge 定理的证明中的谱定理）

Step 3. （调和形式）如果 ζ = ξ ⊗ η 是调和的，并且 ξ, η 各自是 X,Y 的特征形式，那么

0 = (λ+ µ)η。但是 λ, µ ≥ 0，于是只有 λ = µ = 0，即 ξ, η 都是调和的。

由于 L2− 基，这就直接证明了所需的同构。
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6.3.4 HDRSS

对于双链复形 A∗,∗(X)，存在相伴的总复形K• = ⊕p+qA
p,q(X)，当然Hr(K•) = Hr

dR(X,C)。
而双链复形使得总复形 K• 成为滤复形，称为 De Rham 上同调的 Hodge 滤过：

K l ⊇ F pK l =
⊕

p′≥p,p′+q′=l
Ap

′,q′(X)

那么由滤复形构造谱序列的方法，Ep,q1 = Hp+q(F pK•/F p+1K•) = Hp+q(Ap,•−p(X)) =

Hp,q

∂̄
(X)。（注意由定义滤链都是有界的）

同样有构造，Ep,q∞ = F pHp+q/F p+1Hp+q，其中 F pHn 指 F pKn 中元素代表的上同类构成

的子模，因此由定义 Ep,q∞ = F pHp+q
dR (X,C)/F p+1Hp+q

dR (X,C)。

定理 6.3.4 (HDRSS). 对于复流形 X，存在谱序列（Hodge to de Rham spectral sequence,
HDRSS），使得：

Hp,q

∂̄
(X) = Ep,q1 =⇒ Hp+q

dR (X,C)

于是我们有一些推论：首先定义 Hodge数和 Betti数是对应的 Dolbeault上同调和 de Rham
上同调的维数。

由 HDRSS 的构造方式知 Ep,qr+1 = Zp,qr /Bp,q
r , Br ⊂ Zr ⊂ Er。因此如果 Ep,q1 是有限维 C−

模，那么 dimCE
p,q
r+1 ≤ dimC E

p,q
r ，于是 dimCE

p,q
∞ ≤ hp,q。

另一方面 F lH l
dR = El,0∞ , F l−1H l

dR/F
lH l

dR = El−1,1
∞ , · · ·。那么

bl =
l∑

j=0

dimEj,l−j∞ ≤
∑
p+q=l

hp,q (Frohlicher ineq.)

于是这说明了对于紧复流形，其 de Rham 上同调也是有限维的。
特别地，dimCE

p,q
r+1 = dimC E

p,q
r ∀p, q ≥ 0 ⇐⇒ dr = 0。因此 bl =

∑
p+q=l h

p,q∀0 ≤ l ≤
2dimCX ⇐⇒ HDRSS 在 r = 1 页退化。此时有（可能非自然的）同构：

H l
dR(X,C) ∼=

⊕
p+q=l

Hp,q

∂̄
(X) ∼=

⊕
p+q=l

Hq(X,ΩpX)

当然此时 Euler 示性数也满足 χ(X,C) =
∑2 dimCX

l=0 (−1)lbl =
∑

p,q(−1)p+qhp,q

总结一下上述结果：

定理 6.3.5 (Frohlicher).
对于紧复流形 X，bl ≤

∑
p+q=l h

p,q。

当 HDRSS 在 r = 1 退化时，欧拉示性数满足 χ(X,C) =
∑

p,q(−1)p+qhp,q，并且有非自然

同构

H l
dR(X,C) ∼=

⊕
p+q=l

Hp,q

∂̄
(X) ∼=

⊕
p+q=l

Hq(X,ΩpX)

。

在后文中将会看到流形是 Kahler的时候有着相当令人惊讶的好性质，它将使上文的一些不
等式全部成为等式。

65



第七章 Kahler 流形

7.1 Kahler 条件

对于一个复流形 M，以及其上度量。如果在某个开集 U 上度量 ds2 是 Euclidean 的，即存
在全纯坐标 z 使得 ds2 =

∑
dzi ⊗ dz̄i，那么一些简单的计算指出 ∆∂̄ =

1

2
∆d。尽管流形上并不

一定能够赋予处处 Euclidean 的度量，但是 Kahler 理论指出，上述等式成立等价于流形上的度
量在每一点以 2 阶逼近 Euclidean 度量，这一条件称为 Kahler 条件。

Kahler 流形有着相当好的性质，我们将看到 Kahler 条件本身就已经有相当令人惊讶的等
价表述。

对于一个度量 ds2 =
∑
hijdzi⊗dz̄j =

∑
ϕi⊗ ϕ̄i，有关联 (1, 1)−形式 ω =

√
−1

2

∑
ϕi∧ ϕ̄i。

Kahler 条件 1. 称度量 ds2 是 Kahler 的，如果 dω = 0。

考虑定义 4.2.184.2.18，设为 τ。那么：

Kahler 条件 2. 称度量 ds2 是 Kahler 的，如果对于其上的 Hermite 联络（唯一的与复结
构和度量结构都相容的联络），对于某个标架有挠率矩阵 τ = 0。

注意：这个条件是良好陈述的，因为挠率矩阵在随标架变换时乘以过渡矩阵的逆。

定理 7.1.1. 条件 1 ⇐⇒ 条件 2。

证明. 由于 2 个条件都是与标架选取无关的，因此只需假定标架为自然标架 ∂/∂̄zi 即可。那么

对偶的余标架场是 (dz1, · · · , dzm)，因此 dσ = 0。

由于自然标架 ∂/∂̄zi 是全纯的，那么 Hermite 联络的联络矩阵为 ω = ∂H ·H−1，其中 H

是度量矩阵。因此 τ = 0 ⇐⇒ σ ∧ ∂H = 0。

这等价于
∑

i,j

∂hik
∂zj

dzj ∧ dzi = 0，i.e.

∂hik
∂zj

=
∂hik
∂zi

, ∀i, j, k

另一方面 Hermite 度量的关联形式是
√
−1

2

∑
hijdzi ∧ dz̄j。

那么其外微分为 0 等价于：∑
i,j

(
∑
k

∂hij
∂zk

dzk ∧ dzi ∧ dz̄j +
∑
k

∂hij
∂z̄k

dz̄k ∧ dzi ∧ dz̄j) = 0

利用 hij = hji 知
∂hij
∂z̄k

= (
∂hji
∂zk

) ：这是因为对任何复值函数：∂f/∂z = (∂f̄)/(∂z̄)，展开验

算即可。

因此在 Kahler 形式的外微分中观察各个基，即可得到等价性。
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定义 7.1.2 (度量的切触阶). 称度量 ds2 在每一点 z0 ∈ M 以 k 阶切触 (osculates to order k)
欧式度量，如果在 z0 的某个邻域存在一组流形的全纯坐标 (z)，使得

ds2 =
∑

(δij + gij)dzi ⊗ dz̄j

并且每个 gij 在 z0 的阶为 k，即直至 k 阶导数为 0，但 k + 1 阶非 0。这时我们记为：

ds2 =
∑

(δij + [k])dzi ⊗ dz̄j

定理 7.1.3 (Kahler 条件 3). ds2 是 Kahler 的当且仅当它在每一点以至少 2 阶切触欧式度量。

定理 7.1.4. 一个方向是显然的，如果以至少 2 阶切触，那么 ω =

√
−1

2

∑
(δij + [≥ 2])dzi ∧ dz̄j。

直接验证知 dω(z0) = 0。

对于另一个方向，首先找到一组 (zi) 坐标使得 hij(z0) = δij：这当然是可以做到的。

那么此时 ω =

√
−1

2

∑
i,j(δij +

∑
k aijkzk + a′ijkz̄k + [≥ 2])dzi ∧ dz̄j

Hermite 性 hij = hji 被改写为 a′jik = aijk；

dω = 0 =⇒ aijk = akji。

现在我们希望找到一组坐标变换 zk = wk+
1

2

∑
l,m bklmwlwm，使得 ω 在 w 下是所需形式。

现在无妨假定 bklm = bkml，那么 dzk = dwk +
∑
bklmwldwm。

于是：

(2/
√
−1)ω =

∑
i

(dwi +
∑
l,m

bilmwldwm) ∧ (dwi +
∑
l,m

bilmwldwm)

+
∑
i,j,k

(aijkwk + a′ijkw̄k)dwi ∧ dw̄j +
∑

[≥ 2]dwi ∧ dw̄j

=
∑
i,j

(
δij +

∑
k

(aijkwj + a′ijkw̄k + bjkiwk + bijkw̄k)
)
dwi ∧ dw̄j +

∑
[≥ 2]dwi ∧ dw̄j

因此取 bjki = −aijk 即满足要求。另一方面 a是全纯的，因此 (wi)的确也是一个全纯坐标。

注记. 这一条件的一个有用的变形是：对于任何一点 z0 ∈ M，存在一组酉余标架 ϕ1, · · · , ϕn，
使得 dϕi(z0) = 0。这和条件 3 之间的等价性是显然的，直接验证即可。

例子.
1. 紧 Riemann 面是 Kahler 的，因为 ω 是 2-形式，dω = 0。

2. 环面 T = Cn/Λ，因为其上有显然的欧式度量 ds2 =
∑
dzi ⊗ dz̄i

3. S ⊂ M，前文已证诱导的子流形度量的关联形式就是 M 上关联形式的拉回。于是 M

是 Kahler 的说明 S 也是。

4. 回忆 CPn 的 Fubini-Study 度量（第 2.4 节第 2.4 节），可以验证它也是 Kahler 的。
5. 任何可以嵌入 CPn 的紧复流形都是 Kahler 的：这由 3 和 4 共同说明。

定理 7.1.5 (紧 Kahler 流形的性质). 对于紧 Kahler 流形 M :
1. 偶数阶 Betti 数 b2q(M) 是正的。（Hodge 定理的结果已证其有限性）
2. 全纯 q− 形式 H0(M,Ωq) 到 Hq

dR(M) 的映射是单射。即：每个闭形式 η 都不是恰当的。

3. 解析子簇 V ⊂M 的基本类 ηV 非 0.
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证明.
2. 对于全纯 (q, 0)− 形式，只需证 dη = 0, η = dψ ⇐⇒ η = 0。设 ϕ1, · · · , ϕn 是局部酉余

标架，η =
∑
ηIϕI，那么 η ∧ η̄ =

∑
I,J ηI η̄JϕI ∧ ϕ̄J。

但是 ω =

√
−1

2

∑
ϕi ∧ ϕ̄i，于是：

ωn−q = Cq(n− q)!
∑

#K=n−q
ϕK ∧ ϕ̄K Cq 6= 0

因此 η ∧ η̄ ∧ ωn−q = Cq
∑

I |ηI |2 · Φ。其中 Φ 是体积元。

因此如果 η 6= 0,
´
M η ∧ η̄ ∧ ωn−q 6= 0。

假定 η = dψ，那么 dη = dη̄ = 0，从而：
ˆ
M
η ∧ η̄ ∧ ωn−q =

ˆ
M
d(ψ ∧ η̄ ∧ ωn−q) = 0

矛盾。于是 η = dψ =⇒ η = 0

1. 为说明 b2q(M) > 0，注意到 ωq 是一个 d−闭的 2q−形式，并且它不恰当：如果 ωq = dψ，

那么
´
M ωn =

´
M d(ψ ∧ ωn−q) = 0，但是 ωn/n! 是体积元，矛盾。

3. 由 Wirtinger 定理，对于复 d 维的 V，vol(V ) =
1

d!

´
V ω

d 6= 0，于是 (ηV ) 6= 0，否则同

理 1 可证。

7.2 Hodge 恒等式和 Hodge 分解

对于紧复流形 M 和 Kahler 度量 ds2，关联 (1, 1)− 形式 ω。我们回顾一下已经定义过得

A(M) 上的算子：

∂, ∂̄, d, dc，其中 dc =

√
−1

4π
(∂̄ − ∂)，那么：

ddc = −dcd =

√
−1

2π
∂∂̄

现在定义 Lefschetz 算子 L : Ap,q(M) → Ap+1,q+1(M) : η 7→ η ∧ ω，并令 Λ = L∗ 为其伴随

算子。我们将要看到如果 M 上携带了 Kahler 度量，这些原本在一般情况下没有关联的算子将
会满足很多等式，它们被称为 Hodge 恒等式。

定理 7.2.1 (Hodge 恒等式 1). 对于紧 Kahler 流形 M：

[Λ, d] = −4π(dc)∗

其中 [A,B] 是交换子 AB −BA。等价地：

[L, d∗] = 4πdc

或者等价地：

[Λ, ∂̄] = −
√
−1∂∗

[Λ, ∂] =
√
−1∂̄∗
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证明. 由于等价性，只需证明最后一式。
首先考虑 Cn 上的欧式度量情况。由于我们在讨论紧复流形，那么无妨只考虑紧支形式。由

线性性，只需考虑单项外积式 dzI ∧ dz̄J。定义：

ek(dzI ∧ dz̄J) = dzk ∧ dzI ∧ dz̄J

ēk(dzI ∧ dz̄J = dz̄k ∧ dzI ∧ dz̄J

fk = e∗k; f̄k = ēk
∗

Claim:
A0. ejek + ekej = 0; fjfk + fkfj = 0（这是显然的）

A. fkek + ekfk = 2

B. fkej + ejfk = 0 j 6= k

C. f̄jek + ekf̄k = 0 j 6= k

由于 e, f, ē, f̄ 都是 C∞ 线性的，因此只需考虑对于基的作用。

A 的证明.
首先计算 fk, f̄k。如果 k /∈ I

(fk(dzI ∧ dz̄J), dzR ∧ dz̄S) = (dzI ∧ dz̄J , ek(dzR ∧ dz̄S)) = (dzI ∧ dz̄J , dzk ∧ dzR ∧ dz̄S) = 0

由 R,S 的任意性，有

fk(dzI ∧ dz̄J) = 0, if k /∈ I

同理

f̄k(dzI ∧ dz̄J) = 0, if k /∈ J

如果 k ∈ I, dzI = dzk ∧ dzI′，那么：

(fk(dzk ∧ dzI′ ∧ dz̄J), dzR ∧ dz̄S) = (dzk ∧ dzI′ ∧ dz̄J , dzj ∧ dzR ∧ dz̄S) = 2(dzI′ ∧ dz̄J , dzR ∧ dz̄S)

于是

fk(dzk ∧ dzI′ ∧ dz̄J) = 2dzI′ ∧ dz̄J , if k ∈ I

从而

fkek(dzI ∧ dz̄J) = fk(dzk ∧ dzI ∧ dz̄J) =

2dzI ∧ dz̄J if k /∈ I

0 if k ∈ I

ekfk(dzI∧dz̄J) =

(−1)signekfk(dzk ∧ dzI′ ∧ dz̄J) if k ∈ I

0 if k /∈ I
=

2(−1)signek(dzI′ ∧ dz̄J) if k ∈ I

0 if k /∈ I

=

2(−1)sign(dk ∧ dzI′ ∧ dz̄J) = 2dzI ∧ dz̄J if k ∈ I

0 if k /∈ I

因此立刻有 fkek + ekfk = 2
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B,C 的证明与 A 类似，略去。
现在考虑 Lefschetz 算子 L：

L(ξ) = ξ ∧ ω =

√
−1

2

∑
ζ ∧ dzj ∧ dz̄j =

√
−1

2

∑
(ej ēj)(ξ)

即 L =
√
−1
2

∑
ej ēj，因此伴随算子 Λ =

√
−1
2

∑
fj f̄j。

现在定义

∂k(ξ) =
∑
I,J

∂ϕIJ
∂zk

dzI ∧ dz̄J

∂̄k(ξ) =
∑
I,J

∂ϕIJ
∂z̄k

dzI ∧ dz̄J

接下来需要用到紧支的条件。

Claim. ∂∗k = −∂̄k; ∂̄∗k = −∂k，原因如下：

(∂∗k(ζ), gdzR ∧ dz̄S) = (ξ, ∂k(gdzR ∧ dz̄S)) = (ϕRSdzR ∧ dz̄S ,
∂g

∂zk
dzR ∧ dz̄S)

= 2|R|+|S|
ˆ
ϕRS ·

( ∂g
∂zk

)
= 2|R|+|S|

ˆ
ϕRS ·

( ∂ḡ
∂z̄k

)
由分部积分：

= −2|R|+|S|
ˆ
∂ϕRS
∂z̄k

ḡ = (−∂̄k(ξ), gdzR ∧ dz̄S)

因此这就证明了所需结果。

现在通过直接验证可知：

∂ =
∑

∂kek =
∑

ek∂k; ∂̄ =
∑

∂̄kēk =
∑

ēk∂̄k

取伴随，可知

∂∗ =
∑

∂∗ke
∗
k = −

∑
∂̄kfk = −

∑
fk∂̄k; ∂̄

∗ = −
∑

∂kf̄k = −
∑

f̄k∂k

并且很一般地，∂k, ∂̄k 与 ek, fk 都交换。

因此

[Λ, ∂] = Λ∂ − ∂Λ

=

√
−1

2
(
∑
j,k

fj f̄j∂kek −
∑
j,k

∂kekfj f̄j)

=

√
−1

2
(
∑
j,k

∂kfj f̄jek −
∑
j,k

∂kekfj f̄j)

= −
√
−1

2
(
∑
i,k

∂kf̄jfjek +
∑
i,k

∂kf̄jekfj)

（这里换序运用了 A0,B,C）

= −
√
−1

2
(
∑
j ̸=k

∂kf̄j(fjek + ekfj) +
∑
j=k

∂j f̄j(fjej + ejfj)) = −
√
−1
∑
j

∂j f̄j =
√
−1∂̄∗
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因此我们证明了欧式度量的情况，对于一般的Kahler度量情况，通过选取酉标架 ϕ1, · · · , ϕn
使得 dϕi(z0) = 0，我们发现上述过程中将欧式度量换成 ϕ 不会有任何影响。任何内蕴的恒等式

（最高仅包含 1 阶导数）只要在 Cn 上成立，替换成 Kahler 度量不会有任何影响。

定理 7.2.2 (Hodge 恒等式 2).
[L,□d] = 0; [Λ,□d] = 0

证明. ω 是 d− 闭的，于是 d(ω ∧ η) = ω ∧ dη，即 [L, d] = 0。

取伴随即有 [Λ, d∗] = 0。因此

Λ(dd∗ + d∗d) = dΛd∗ − 4π(dc)∗d∗ + d∗Λd

= dΛd∗ + d∗(4π(dc)∗ + Λd) = (dd∗ + d∗d)Λ

定理 7.2.3 (Hodge 恒等式 3).
□d = 2□∂̄ = 2□∂

证明. 首先我们证明 ∂∂̄∗ + ∂̄∗∂ = 0。由于 [Λ, ∂] =
√
−1∂̄∗，我们有：

√
−1(∂∂̄∗ + ∂̄∗∂) = ∂(Λ∂ − ∂Λ) + (Λ∂ − ∂Λ)∂ = 0

因此

□d = (∂ + ∂̄)(∂∗ + ∂̄∗) + (∂∗ + ∂̄∗)(∂ + ∂̄)

= (∂∂∗ + ∂∗∂) + (∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄) = □∂ +□∂̄

下面我们来说明 □∂ = □∂̄。

这是因为

−
√
−1□∂ = ∂[Λ, ∂̄] + [Λ, ∂̄]∂

同样对 ∆∂̄ 进行类似操作，再将换位子展开发现二者相同，其中用到了 ∂̄∂ = −∂∂̄。

推论 7.2.4. 这一结果的直接推论是 □d 保持双次，因为 □∂̄ 是保持双次的。

另外上述恒等式的证明过程说明：□d,□∂ ,□∂̄ 中的任意一个与 ∗, ∂, ∂∗, ∂̄, ∂̄∗, L,Λ 中的任意
一个交换。如果特别闲的话请一个个检验。

首先我们来说明 Hodge 恒等式的直接应用：紧 Kahler 流形上的 Hodge 分解。

定理 7.2.5 (Hodge 分解). 对于紧复 Kahler 流形 X，存在一个自然同构：⊕
p+q=r

Hq(X,ΩpX)
∼= Hr

dR(X,C)

以及

Hq(X,ΩpX) = Hp(X,ΩqX)
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证明. 取
H
p,q
d (M) = {η ∈ Ap,q(M)|□dη = 0}

Hr
d(M) = {η ∈ Ar(M)|□dη = 0}

那么对于 ξ ∈ Ar，将其按照双次分解为 ξ =
∑
ξj , ξj ∈ Aj,r−j。因此 □d(ξ) =

∑
j □d(ξj)。

由前文 □d 保持双次，因此这也是 □d 的型分解结果，于是 □(ξ) = 0 ⇐⇒ □(ξj) = 0, ∀j
因此

Hr
d(M) =

⊕
p+q=r

H
p,q
d (M)

然而另一方面：□d = 2□∂̄，从而 H
p,q
d = H

p,q

∂̄
，统一记为 Hp,q。因此由 Hodge 定理：

H
p,q
d = H

p,q

∂̄
∼= Hp,q

∂̄
∼= Hq(X,ΩpX)

同样，利用 d 的 Hodge 定理，有 Hr
d
∼= Hr

dR(X,C)。
因此我们有了某个可能依赖度量的同构：

⊕
p+q=rH

q(X,ΩpX)
∼= Hr

dR(X,C).

现在记 Hp,q(M) = Zp,qd /(dA∗ ∩ Zp,qd )，于是 Hp,q 是所有存在 (p, q) 代表元的 de Rham 上
同调类，因此与度量无关。

对于一个 (p, q)− 型 d− 闭形式 η，d−Hodge 定理指出：

η = H(η) + dd∗G(η) + d∗dG(η)

由于 □ 和 d 交换，那么 G 也是如此，但是 dη = 0，于是 η = H(η) + dd∗G(η)，但是 □G
保持双次，于是 H(η) 也是 (p, q)− 型的，因而有自然同构：

Hp,q ∼= Hp,q

，从而说明前述同构是自然的。

对于共轭部分，只需注意 □d 是实算子，于是 □d(η) = □d(η̄)，那么就立刻得到了证明。

推论 7.2.6. 对于紧 Kahler流形（特别地如果 X 是非奇异的复射影簇），那么 X 的奇数阶 Betti
数是偶数。

证明. 由 Hodge 分解：b2r+1 = 2
∑

0≤p≤r h
p,2r+1−p。

推论 7.2.7.

Hq(CPn,Ωp) = Hp,q

∂̄
(CPn) =

0 p 6= q

C p = q

证明. 由于 H2k+1(CPn,Z) = 0（利用胞腔上同调即可），当然有 p+ q 为奇数时 Hp,q

∂̄
(CPn) = 0

而 H2k(CPn,Z) = Z，那么对于 p 6= k 有：

1 = b2k(CPn) ≥ hp,2k−p(CPn) + h2k−p,p(CPn) = 2hp,2k−p

于是 hp,2k−p = 0，从而得证。
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特别地，这个推论说明 CPn 上不存在非零的全纯形式。更一般地，有

推论 7.2.8. 对于紧 Kahler 流形，全纯 p− 形式总是 d− 调和的。

证明. 注意 ∂̄ = 0 因为全纯，∂̄∗ 天然为 0，于是得证。

推论 7.2.9 (∂∂̄ 引理). 给定紧流形 X 上的 d-闭形式 α（即 dα = 0），那么以下等价：

1. α 是 d-恰当的

2. α 是 ∂-恰当的

3. α 是 ∂̄-恰当的

4. α 是 ∂∂̄ 恰当的

5. α 位于调和形式 Hp,q(X) 的正交补空间中（这里的调和是指 d− 调和，等价地，∂− 调和，
∂̄− 调和（Kahler 流形）

证明. 由 Hodge 分解，条件 5 可以由条件 1 4 推出；并且条件 4 可以推出条件 1 3，那么只需
说明条件 5 推出条件 4.
取定 d− 闭的形式 α ∈ Ap,q(X)，如果 α 和调和形式正交，那么对 ∂ 算子做 Hodge 分解，

由于 α 是 d− 闭的，从而是 ∂ 闭的，从而（关于 ∂ 的）Hodge 分解给出了：

α = ∆(Gα) = ∂γ, ∃γ

现在对 γ 关于 ∂̄ 算子做 Hodge 分解，就有

γ = ∂̄β + ∂̄∗β′ + β′′, ∃β′′ harmonic.

因此 α = ∂∂̄β + ∂∂̄∗β′（注意调和形式 β′′ 在 ∂ 作用下是零）。

现在 ∂∂̄∗ = −∂̄∗∂, ∂̄α = 0，于是

0 = ∂̄α = ∂̄∂∂̄β + ∂̄∂∂̄∗β′ = −∂̄∂̄∂β − ∂̄∂̄∗∂β′

= −∂̄∂̄∗∂β′

即 ∂̄∂̄∗∂β′ = 0。

现在

0 = (∂̄∂̄∗∂β′, ∂β′) = ||∂̄∗∂β′||2

因此 ∂∂̄∗β′ = −∂∗∂β′ = 0，从而 α = ∂∂̄β。
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7.3 Lefschetz 分解

我们先来介绍一下 Lefschetz 分解的梗概。思路是很简单的，计算发现存在一个 sl2 →
End(H∗(M)) 的同态，于是有了李代数的一个表示，从而可以利用表示论给出一些有用的结

果。

命题 7.3.1. 对于紧 Kahler 流形 X，在 Ap,q(X) 上 [L,Λ] = p+ q−n, n = dimCX。因此 [L,Λ]

在 A•(X) 是对角算子，各个特征子空间为 Ar(X)，特征值为 r − n。

证明. 正如之前所述的，L,Λd 都只包含最多到 1 阶导数的结果，因此仍然可以假定度量为欧式
度量。回忆前文：

L =

√
−1

2

∑
ej ēj ; Λ =

√
−1

2

∑
f̄jfj

于是

[L,Λ] =
1

4
(
∑
j,k

ej ēj f̄kfk − f̄kfkej ēj)

对于 j 6= k，利用 Hodge 恒等式证明中的 A,B,C，知其为 0。因此只需考虑 j = k 的情况，

又由于 fjej = 2− ejfj，于是

[L,Λ] =
1

4

∑
j

(ej ēj f̄jfj − f̄jfjej ēj) =
1

4

∑
j

(ej ēj f̄jfj − f̄jejfj ēj − 2f̄j ēj)

=
1

4

∑
j

(ej ēj f̄jfj − f̄jej ējfj − 2f̄j ēj)

=
1

4

∑
j

(ej ēj f̄jfj − ej f̄j ējfj − 2f̄j ēj)

=
1

4

∑
j

(ej ēj f̄jfj − ej ēj f̄jfj + 2ejfj − 2f̄j ēj)

=
∑
j

(
1− 1

2
(fjej + f̄j ēj)

)
= n− 1

2

∑
j

(fjej f̄j ēj)

对于 ξ = dzI ∧ dz̄J ,#I = p,#J = q，前文的计算指出：

fjej(dzI ∧ dz̄J) =

0 j ∈ I

2dzI ∧ dz̄J j /∈ I

fjej(dzI ∧ dz̄J) =

2dzI ∧ dz̄J j ∈ J

0 j /∈ J

于是代入即可知
∑

(fjej + f̄j ēj)(dzI ∧ dz̄J) = (4n − 2p − 2q)dzI ∧ dz̄J，从而说明了 [L,Λ] =

n+ p+ q − 2n = p+ q − n。

现在记 H = [Γ, L] =
∑

r(n− r)prr，其中 prr 是到 r 阶形式的投影。

简单的计算发现：

[H, L] = −2L; [H,Λ] = 2Λ; [Λ, L] = H
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现在考虑李代数 sl(2,C)（全体迹为 0 的 2× 2 复矩阵构成的代数），其生成元为：

x =

(
0 1

0 0

)
; y =

(
0 1

0 0

)
;h =

(
1 0

0 −1

)

那么

[x, y] = h; [h, x] = 2x; [h, y] = −2y

因此 h 7→ H, x 7→ Λ, y 7→ L 给出了一个 sl(2,C) 在 A•(X) 上的表示。另一方面，□d 与

Λ, L,H 都交换，因此这进一步给出了 d− 调和形式上的表示。由 Hodge 定理，这给出了一个表
示

sl(2,C) −→ H•(X)

注意由于我们讨论的都是紧 Kahler 流形 X，那么 H•(X) 是有限维 C− 线性空间。

7.3.1 sl(2,C) 的有限维复表示

下面我们给出一些李代数表示论的结果。对于一个 sl(2,C) 在 V（有限维 C 线性空间上的
表示），这等价于一个李代数同态 sl(2,C) −→ EndC(V )。

由于李群 SL(2,C) 是连通且单连通的，那么李代数的表示和单连通李群的表示一一对应
（这个对应关系当然也保持了不可约性）。对于紧李群 G，V 是有限维 C 线性空间，以及其上的
Hermitian 度量 h，dσ 是 G 的 Haar 测度，那么定义：

h0(v, w) =

ˆ
G
h(σv, σw)dσ

于是 h0 是左不变的 Hermitian 度量。
对于 W ⊆ V 是 V 的子表示，选出其关于 h0 的正交补空间，那么由于 h0 是 G− 不变的，

补空间 W⊥ 也是一个子表示，因此有直和分解 V =W ⊕W⊥（作为 C[G]− 模）
于是我们得到：

引理 7.3.2 (Weyl-Hurwitz). 每个紧李群 G 的有限维表示都是若干不可约表示的直和。

由于 SU(2,C) 是紧的，其复化是 SL(2,C)。因此引理 7.3.27.3.2对 SL(2,C) 成立，于是对李代
数 sl(2,C) 也成立。
总结一下：每个有限维 sl(2,C) 复表示都是若干不可约表示的直和。
下面我们来研究不可约表示，设为 V。考虑 h 作用在 V 上的特征空间：记 Vλ = {v|h(v) =

λv}。如果 v 是 h 的某个特征向量，那么 x(v) ∈ Vλ+2; y(v) ∈ Vλ−2。这是很容易验证的：

h(x(v)) = [h, x](v) + xh(v) = 2x(v) + λx(v) = (λ+ 2)x(v)

因此进一步地，有 xr(v) ∈ Vλ+2r; y
r(v) ∈ Vλ−2r。但是 V 是有限维的，于是其特征根肯定

有限，从而对于充分大的 r，有 xr(v) = 0; yr(v) = 0。即：对于 h 的特征向量，x, y 作用在其

上都是幂零的。

定义 7.3.3 (Lefschetz). v ∈ V，V 是 sl(2,C) 的某个有限维表示空间。称它是本原 (primitive)
的，如果它非零，且是 h 的特征向量并且 x(v) = 0。
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存在性说明如下：h 肯定存在一个特征根 λ，v ∈ Vλ。由幂零性，存在一个最小的 r 使得

xr(v) 6= 0, xr+1(v) = 0，那么 xr(v) 就是一个本原的元素。

命题 7.3.4. 对于 sl(2,C) 的有限维不可约复表示 V，任取一个本原向量 v ∈ V，那么向量组

v, y(v), · · · , yt(V )

（满足它们均非 0 且 yt+1(v) = 0）构成了 V 的一组基。于是：

dimC V = t+ 1

对任何两个本原的向量 v，Y 的幂零指数（最小使之成为 0 的幂次）都是相同的。

证明. 考虑 W = span(v, y(v), · · · , yt(v))，只需说明 h, x, y 作用下 W 封闭，这样不可约性能够

帮助我们得到结果。

y 的封闭性是简单的。hyr(v) = (λ− 2r)yr(v), h(v) = λv 也说明了封闭性。

对于 x，我们归纳地证明 xyl(v) ∈W。l = 0 时 x(v) = 0，奠基显然。假定 l − 1 时命题成

立：

xyl(v) = xyyl−1(v) = (h+ yx)(yl−1(v)) = (λ− 2(l − 1))yl−1(v) + yxyl−1(v)

由归纳假设命题得证，从而我们说明了 W = V。

另一方面 v, y(v), · · · , yt(v) 的特征值各不相同，从而线性无关，因此构成了基。命题得证。

称 h 的特征空间为 weight space，其权就是其特征根。因此

推论 7.3.5. sl(2,C) 的不可约复表示 V 是若干个 1 维 weight space 的直和：V = ⊕Vλ。

命题 7.3.6. 对于 sl(2,C) 的有限维复表示 V，h 的特征值都是整数。特别地如果 V 是不可约

的，它们一定是

−t,−t+ 2, · · · , t− 2, t

其中 t + 1 = dimC V = Y 的幂零指数。因此将这个结果和上一命题结合，全体不可约 sl(2,C)
表示与非负整数 t 一一对应：

V (t) = V−t ⊕ V−t+2 ⊕ · · ·Vt−2 ⊕ Vt

证明. 由于 V 是有限维的，存在本原元素 v，以及其权重 λ。我们现在归纳证明 xyl(v) = (lλ−
l(l − 1))yl−1(v)。

l = 0 平凡，假定 l 已证：

xyl+1(v) = xyyl(v) = h(yl(v)) + yxyl(v) = (λ− 2l)yl(v) + y(lλ− l(l − 1))yl−2(v)

= ((l + 1)λ− (l + 1)l)yl(V )

由于存在最小的 t 使得 yt(v) 6= 0, yt+1(v) = 0，取 l = t+ 1 即有：

0 = xyt+1(v) = ((t+ 1)λ− (t+ 1)t)yl(v)
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于是 λ = t，是一个整数。考虑之前本原元素的构造，可知这能够说明任何特征根都是整数（本

原元素的特征值和作为构造基础的向量的特征值之间相差一个偶数）。

现在假定 V 是不可约的，t 是 V 的最大权。取特征向量 v，那么 x(v) 有权 t+ 2，因此只

能 x(v) = 0。现在将命题 7.3.47.3.4应用到此即得到了证明。

注记. V (t) 的一个很有用的描述是 V (t) = Symt(C2)，即二元 t 次齐次多项式构成的组合。其

中 sl 的作用就是切映射：

X = x
∂

∂y
, Y = y

∂

∂x
,H = x

∂

∂x
− y

∂

∂y

（为了区分未定元这里 X,Y,H 就是指原来的 x, y, h）

计算知，xk, xk−1y, · · · , xyk−1, yk 恰好是诸 weight spaceVk, · · · , V−k 的生成元。
因此容易看出 yk : Vk → V−k;x

k : V−k → Vk 均为同构。

7.3.2 Hard Lefschetz 定理

对于一个一般的 sl(2,C) 的有限维复表示 V，定义 PV = kerx。我现在声称有如下直和分
解：

V = PV ⊕ yPV ⊕ y2PV ⊕ · · ·

这是简单的，因为我们可以将 V 分解成若干不可约表示，i.e. Symt(C2)。这个情况是简单

的，因为 PV = C < xt >，剩余结果可以直接验证。于是我们可以将每个不可约表示对应的直

和分解拼凑回来，即得到了这个直和分解。它称为 V 的 Lefschetz 分解。
上述思路可以证明一般的结果：

命题 7.3.7. 对于 sl(2,C) 的有限维复表示 V，它也可以写为若干权空间的直和 ⊕Vλ。并且 λ

的排列是关于 0 对称的，并且仍然有 yk : Vk → V−k 以及 xk : V−k → Vk 是同构。

证明. 这不过是将 V 拆分成不可与表示后再将它们合并得到的结果。

现在我们希望将 Lefschetz 分解限制到权空间 Vk 上。首先证明如下结果：

引理 7.3.8.
Vk ∩ kerx = ker(yk+1 : Vk −→ V−k−2)

Vk ∩ yr ker(x) = yr(Vk+2r ∩ ker(x))

证明. 对于这两条结果，我们有一个很直观的证明。考虑一个点阵图：

••

•

•• •

•

• •

•
V−4 V−2 V−1 V0 V1 V2 V4

在这个图表中，每一行对应着一个不可约表示 Symk，行中的点则是其各个权空间。因此按

照权将它们对其则得到了一个轴对称的图表，而 V 正是这些点的直和。
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在图表中 y 的作用就是向左平移 2 个单位（降权算子），x 则为向右平移 2 个单位（提权
算子），kerx 由每行最右端组成（红色点）。于是 Vk ∩ kerx 为 Vk 这一列中全体在行最右端的

元素，那么由于点阵关于 0 的对称性，自然这等价于其在映射 Vk → V−k−2 下的像为 0。
同样，Vk ∩ yr kerx 是 Vk 这一列中全体在行中从右往左数第 r + 1 个的元素。这等价于

Vk+2r 中在行中最右端的元素向左平移 2r，因此立刻就有了目标结果。

于是现在将 Lefschetz 分解限制在 Vk 上，即有：

Vk = [Vk ∩ kerx]⊕ [Vk ∩ y kerx]⊕ · · ·

= (Vk ∩ kerx)⊕ y(Vk+2 ∩ kerx)⊕ y2(Vk+4 ∩ kerx)⊕ · · ·

回到紧 Kahler 流形 X。下面令 V = H•
dR(X,C) = ⊕2n

r=0H
r
dR(X,C)，那么由前文所述有一

个其上的 sl(2,C) 的表示：x→ Λ, y → L, h→ H。

现在直接验证发现 Hr
dR(X,C) 正是一个 weight space，其权重（特征值）为 n− r。（回顾

H 的性质）因此我们现在有了一个同构 Lk : Hn−k
dR (X,C) −→ Hn+k

dR (X,C)。
我们再定义本原上同调（primitive cohomology)

Pn−k = kerΛ ∩Hn−k
dR = ker(Lk+1 : Hn−k

dR −→ Hn+k+2
dR )

那么由 Lefschetz 分解在 Vk 上的限制，有：

Hr
dR(X) = P r(X)⊕ LP r−2(X)⊕ · · · ⊕ L[r/2]P r−2[r/2](X)

序列终止，因为对于超界的指标这样的项是 0。（点阵图的直观就是越过了最大特征值所在的列）
将这一段讨论总结起来，就是

定理 7.3.9 (Hard Lefschetz 定理). 对于紧 Kahler 流形 X

1. Lk : Hn−k
dR (X) −→ Hn+k

dR (X) 是同构。

2. de Rham 上同调存在 Lefschetz 分解：

Hr
dR(X) = P r(X)⊕ LP r−2(X)⊕ · · · ⊕ L[r/2]P r−2[r/2](X)

3. 本原上同调和 Hodge 分解是相容的，即：令 P p,q = P r ∩Hp,q

∂̄
，那么 P r = ⊕p+q=rP

p,q。

于是一个 de Rham 上同调类是本原的当且仅当其各个分量是本原的。
（第 3 点的证明是容易的，因为 P r 就是利用 Hr ∩ kerΛ 定义而来，并且 L,Λ 均保持双次

改变方式 (+1,+1); (−1,−1)。

Lefschetz 定理的几何意义

对于一个 CPN 中的闭子复流形 X，其上度量为 Fubini-Study 度量的拉回，n = dimC(X)。

考虑关联的 (1,1) 形式 ω =

√
−1

2π
log ||F ||2，其中 F : U ⊂ CPN → Cn+1 − {0} 是局部的提升。

那么 ω 是实 (1, 1) 形式，d− 闭但不是 d− 恰当的。
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一些计算 [Gal07Gal07, Page 147] 表明，Lefschetz 同构 Lk : Hn−k → Hn+k 的 Poincare 对偶变
成了相交形式 Hn+k

∩CPN−k

−→ Hn−k。于是 Lefschetz 定理说明这也是一个同构。
我们来看看本原上同调在这里扮演了什么角色。首先有正合列：

0 −→ Pn−k(X) −→ Hn−k(X)
Lk+1

−→ Hn+k+2(X)

取对偶后变为

Hn+k+2(X)
∩CPN−(k+1)

−→ Hn−k(X) −→ Pn−k(X) −→ 0

而第一个箭头可以分解为 ∩H 和 ∩CPN−k，其中 H 为 ω 的对偶。

因此一个 n−k 维闭子流形是本原的，如果它和无穷远平面不交，即如果它是从 Hn−k(X−
X ∩H) 中诱导出来的。

Hodge-Riemann 双线性关系

对于紧复流形，由于 Poincare 对偶，有 Hn−k(X,R)⊗Hn+k(X,R) −→ H2n(X,R) ∼−→ R。
这个映射由 ([α], [β]) 7→

´
X α ∧ β 给出。

由 Hard Lefschetz 定理，β 一定能被唯一地写为 Lk(γ)。因此我们定义出了一个 Hn−k(X)

上的双线性型：

Qn−k(α, γ) =

ˆ
X
α ∧ Lkγ =

ˆ
X
α ∧ γ ∧ ωk

它满足如下性质：

1. n− k 是偶数时 Qn−k 是对称的；2. n− k 是奇数时 Qn−k 是交错的；

3. Qn−k 是实形式：因为 ω 是实形式。

由Hodge分解Hn−k(X,C) = ⊕p+q=n−kH
p,q

∂̄
。那么对于任何 α ∈ Hp,q;β ∈ Hp′,q′，Q(α, β) =

0 除非 p = q′, p′ = q。这是因为若需要其非零，α∧ β ∧ ωk 一定是 (n, n) 型的，那么这就诱导出

结果。

4. Q(α, β) 6= 0 =⇒ p = q′ and q = p′.

因此

Wn−k(α, β) = (
√
−1)n−kQn−k(α, β̄)

是 Hn−k(X,C) 上的 Hermitian 形式：这是容易直接验证的。

引理 7.3.10. 对于紧 Kahler 流形 X，dimC(X) = n，η ∈ Ap,q(X) ⊆ Ak(X) 并且 [η] 是本原的，

那么

∗η = (−1)(
k+1
2 )(

√
−1)p−q

1

(n− k)!
Ln−kη

证明是相当简单的，仍然可以假定度量为欧式度量，证明只是一些计算罢了。

定理 7.3.11 (Hodge-Riemann双线性关系). 对于紧 Kahler流形X, dimC(X) = n，对于Hn−k(X,C),
有：

1. Wn−k 使得 Hodge 分解和 Lefschetz 分解均成为正交分解。
2. 在本原部分 P p,q 中，(−1)(

n−k
2 )(

√
−1)p−q−(n−k)Wn−k 是正定的。

3. Wn−k 作用在 LlPn−k−2l 上诱导了 Pn−k−2l 的 Hermitian 内积，它就是 (−1)lWn−k−2l。
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证明.
1. Hodge 分解是正交的，由性质 4 可以迅速看出。由于 L 是实算子，可以无妨考虑 Qn−k。

现在假定 ξ = Lmξ′, η = Ltη′，并且 ξ′, η′ 都是本原的。如果它们不在 Lefschetz 分解的同一部分
内，那么 m 6= t，无妨 m < t。为记号简便，假定 ξ, η ∈ Hr。

因此

Q(ξ, η) = Q(Lmξ′, Ltη′) =

ˆ
X
ξ′ ∧ η′ ∧ ωn−r+m+t =

ˆ
X
Ln−r+m+tξ′ ∧ η′

简单的计算指出 n− r+m+ t ≥ n− r+2m+1。但是由本原性 Ln+1−r+2mξ′ = 0，从而就

证明了目标结果。

2. 由引理，对于 ξ ∈ P p,q, p+ q = k：

∗ξ = (−1)(
k+1
2 )(

√
−1)p−q

1

(n− k)!
Ln−kξ̄

即：

Ln−kξ̄ = (−1)(
k+1
2 )(−1)p−q(

√
−1)q−p(n− k)! ∗ ξ

现在如果 ξ ∈ P p,q, p+ q = n− k，那么：

Lkξ̄ = (−1)(
n−k+1

2 )(−1)p−q(
√
−1)q−pk! ∗ ξ

= (−1)(
n−k
2 )(−1)p−q(

√
−1)q−pk! ∗ ξ

因此

(−1)(
n−k
2 )(

√
−1)p−q−(n−k)W (ξ, ξ) = (−1)(

n−k
2 )(

√
−1)p−qQ(ξ, ξ̄)

= (−1)(
n−k
2 )(

√
−1)p−q

ˆ
X
ξ ∧ ξ̄ ∧ ωk

= (−1)(
n−k
2 )(

√
−1)p−q

ˆ
X
ξ ∧ Lkξ̄

(previous result) = (−1)(
n−k
2 )(

√
−1)p−q(−1)(

n−k
2 )(−1)p−q(

√
−1)q−pk!

ˆ
X
ξ ∧ ∗ξ

i = k!||ξ||2L2 > 0

3. 设 ξ = Llξ′; η = Llη′。那么前文结果已说明（依旧假定 r = n− k）：

Wr(ξ, η) = (
√
−1)rQr(ξ, η̄) = (

√
−1)rQr−2l(ξ

′, η̄′)

=
(
√
−1)r

(
√
−1)r−2l

Wr−2l(ξ
′, η′) = (−1)lWr−2l(ξ

′, η′)

推论 7.3.12.
Hp,0 = P p,0;H0,p = P 0,p

证明. 只需证明一个等式即可。对于 ξ ∈ Hp,0，由前文结果它是本原的 ⇐⇒ Ln+1−p(ξ) = 0，

但是计算双次知这是肯定的。
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Lefschetz 分解的进一步限制得到了 Hp,q = ⊕0≤k≤[(p+q)/2]L
kP p−k,q−k。因此 Hp,q = P p,q ⊕

Hp−1,q−1：此段存疑。

推论 7.3.13.
hp,q = dimP p,q + hp−1,q−1 p+ q ≤ n

hp,q ≥ hp−1,q−1 p+ q ≤ n

推论 7.3.14. 在紧 Kahler 流形 X 上，Qr 在 Hr(X,C) 上总是非退化的。

证明. 由于 Hr = ⊕LkP r−2k 是 Q− 正交分解，只需观察各个因子，但是在其上由 Hodge-
Riemann 双线性关系都是正定的（或负定），因此非退化。

对于 n 是偶数时，Q 在 Hn 上是对称非退化且实的形式，由 Sylvester 惯性定理，它被其
惯性指数唯一确定，记为 sign(Q)。定义 X 的指标 I(X) = sign(Q)。其中 Q 是 Hn(X,C) 上的
相交形式，它正是 Qn。（n 是偶数）

定理 7.3.15 (Hodge 指标定理). 对于复偶数维紧 Kahler 流形 X，dimC(X) = n = 2r，那么：

I(X) =
∑
p,q

(−1)php,q =
∑

p+q even

(−1)php,q

证明. 由 Lefschetz 分解：Hn(X,C) = ⊕LkPn−2k(X)。这是 Q 的正交分解，并且型分解也是正

交分解。那么：

I(X) = sign(Q) =
∑

sign(Q)|Pn−2k =
∑

0≤k≤n/2

sign(W )|Pn−2k =
∑

0≤k≤n/2

∑
p+q=n−2k

sign(W )|P p,q

然而 dimP p,q = hp,q − hp−1,q−1，并且 W 早 P p,q 是正定/负定的（Hodge-Riemann），因
此计算其惯性指数即可得到结果：

I(X) =
∑

p+q even,p+q≤n
(−1)p dimP p,q =

∑
p+q even,p+q≤n

(−1)p(hp,q − hp−1,q−1)

=
∑
p+q=n

(−1)php,q −
∑
p+q=n

(−1)php−1,q−1 +
∑

p+q=n−2

(−1)php,q −
∑

p+q=n−2

(−1)php−1,q−1 + · · ·

=
∑
p+q=n

(−1)php,q + 2
∑

p+q even,p+q<n

(−1)php,q

由于 n 是偶数，并且由 Hodge 分解，(−1)n−phn−p,n−q = (−1)php,q，那么

I(X) =
∑
p+q=n

(−1)php,q +
∑

p+q even,p+q ̸=n
(−1)php,q =

∑
p+q even

(−1)php,q

同样利用 Hodge 分解可以类似地证明
∑

p+q odd(−1)php,q = 0，这样就得到了全部所需结

果。
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下面我们考虑 dimCX = 2 的情况，此时 I(X) = 2 + 2h0,2 − h1,1。但是 h0,2 = pg = 几何

亏格。因此 I(X) = 2 + 2pg − h1,1。由 Lefschetz，h1,1 = p1,1 + 1。

现在考虑 Q 在 H1,1(X) 上的限制。那么 H1,1 = P 1,1 ⊕⊥ LP
0, = P 1,1 ⊕⊥ LH

0,0。

因此 sign(Q)|H1,1 = sign(Q)|P 1,1 + sign(Q)|H0,0。利用 Hodge-Riemann 计算知 Q 在 P 1,1

上负定，在 H0,0 上 Q > 0。那么：

sign(Q)|H1,1 = 1− dimC P
1,1

并且一个对应着正特征值的特征向量正是 [ω]。因此

推论 7.3.16 (复曲面上全纯闭子流形的 Hodge 指标定理). 对于 dimC(X) = 2 的紧 Kahler 流
形，可以选择 H1,1 的一组基使得：

a. 第一个基向量是 [ω] 的某个倍数。

b. 在这组基下 Q 的矩阵表达为 diag(1,−1, · · · ,−1)。

再来考虑 sign(Q) 在 H1,0;H0,1 上的情况。前文已证 H1,0 = P 1,0;H0,1 = P 0,1。同样，可

以计算其正负定性。

在章节的最后，需要指出 Lefschetz 的理论最后仍然是拓扑的（这在上文中的一些情况以
及 [Gal07Gal07, Page 154] 提供的例子中都可以看出），但是 Hodge 分解反应了流形的解析结构。例
如对于一个实流形，然后赋予两个不同的 Kahler 复结构，Hodge 分解可能相差很大。事实上
(Hp,q(X)⊕Hq,p(X)) ∩Hp+q(X,Z) 的秩可能会不同。

7.4 Kahler 几何

约定. 指标中携带¯代表接受 ∂/∂z̄ 型的切向量

我们来具体计算 Kahler流形上的几何量。对于切丛上的度量 g，Chern联络由 ω = g−1∂g =

(giq̄∂gjq̄) 给出，这里 gij̄ = g(∂/∂zi, ∂/∂z̄j).

因此 Chern 联络的 Christoffel 记号是 Γikj = giq̄
∂gjq̄
∂zk

. 由于 Chern 联络是 (1, 0)-型的，
Γi
k̄j

= 0.
同样由于 Chern 联络将全纯切向量映为全纯切向量（复结构相容性），这就有 Γīkj = Γīkj =

0.（回忆 Christoffel记号的三个指标的意义）取复共轭后就得到了：Christoffel记号非零仅当它
形如 Γikj = Γī

k̄j̄
.

下面来看曲率：Ω = dω + ω ∧ ω = ∂̄ω = ∂̄(g−1∂g)，那么 Ωij = ∂̄(giq̄∂gjq̄)，

R(X,Y )
∂

∂zj
= Ωij(X,Y )

∂

∂zi

我们类似地定义 Riemann 曲率：R(X,Y, Z,W ) = g(Z,R(X,Y )W )，计算：

Rk̄lp̄j = g(
∂

∂z̄p
, R(

∂

∂z̄k
,
∂

∂zl
)
∂

∂zj
) = g(

∂

∂z̄p
,Ωij(

∂

∂z̄k
,
∂

∂zl
)
∂

∂zi
)
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= gp̄i
∂

∂z̄k
(giq̄

∂gjq̄
∂zl

)

= gp̄ig
iq̄ ∂

2gjq̄
∂z̄k∂zl

− gp̄ig
is̄grq̄

∂grs̄
∂z̄k

∂gjq̄
∂zl

=
∂2gjp̄
∂zl∂z̄k

− grq̄
∂grp̄
∂z̄k

∂gjq̄
∂zl

于是 Rij̄kl̄ = Rj̄il̄k = Rl̄kj̄i.

定义 7.4.1 (Kahler-Ricci曲率). 假定 ∂/∂zi 给出了 T ′M 的正交基。那么对于实切向量场 X,Y，

定义

Kahler −Ric(X,Y ) =
m∑
i=1

R(X,
∂

∂z̄i
, Y,

∂

∂zi
)

特别地：

Kahler −Ric(X,X) =
1

2
Ric(X,X).

（注意 |∂/∂x| = |∂/∂y| =
√
2

此时：

Rij̄ = −gkl̄Rij̄kl̄ = −gkl̄Rkl̄ij̄

= −gkl̄ ∂
2gkl̄

∂zi∂z̄j
+ gkl̄gpq̄

∂gkq̄
∂zi

∂gpl̄
∂z̄j

= − ∂2

∂zi∂z̄j
log det gkl̄
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第八章 Calabi-Yau 猜想

8.1 表述和等价形式

首先回忆 Riemann 几何的概念：

定义 8.1.1 (Ricci 张量). 给定 Riemann 流形 (M, g)，其 Levi-Civita 联络诱导了一个曲率 R：

这个算符是 Γ(M,∧2T ∗E ⊗ End(TE))，因此在局部上诱导了

Rp : TpM × TpM × TpM → TpM

定义 Ricp : TpM × TpM → R 为

Ricp(Y, Z) := tr(X 7→ Rp(X,Y )Z)

这是一个双线性映射。明显这个定义和前述定义的 Ricci 曲率张量是一样的。

命题 8.1.2. 给定 Kahler 流形 M 以及其上的 Kahler 度量
∑
gijdz

i ⊗ dz̄j，Reds2 诱导了

Riemann 结构，那么这个 Riemann 结构对应的 Ricci 张量满足

Rij = − ∂2

∂zi∂z̄j
[log det(gst)]

此时 (1, 1) 形式 √
−1

2π

∑
ij

Rijdz
i ∧ dz̄j = −

√
−1

2π
∂∂̄[log det(gst)]

后者由 Chern 示性类内容可知位于切丛的第一 Chern 类 c1（c1(E) =
1

−2π
√
−1

Ω =
√
−1

2π
∂∂̄ log det(g)）
因此：

命题 8.1.3. Kahler 流形（或者更严谨地说：容许 Kahler 度量的复流形）上 Kahler 结构诱导
的 Ricci 形式一定是切丛第一 Chern 类的某个代表元。

这个结果说明了 Kahler 流形是相当严格的，它诱导出的 Ricci 形式有着很严格的要求。然
而 Calabi 猜想这件事情的逆命题成立：

定理 8.1.4 (Calabi-Yau猜想). 对于一个（容许 Kahler 结构的）流形 M，给定任何一个 c1(M)

的代表元 ψ，都存在一个 M 上的 Kahler 度量，使得这个度量诱导的 Ricci 形式恰好是 ψ。特

别地，如果我们要求这个 Kahler 结构诱导的 Kahler 形式的上同调类和原有 Kahler 结构相同，
那么这个 Kahler 结构唯一。
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我们现在将这个问题转换为一个流形上偏微分方程的求解。

对于两个不同 Kahler 结构诱导的 Ricci Form
√
−1

2π
Rijdz

i ∧ dz̄j ,
√
−1

2π
R̃ijdz

i ∧ dz̄j，那么它
们都位于 c1 的上同调类。由 ∂∂̄-引理，它们的差是 ∂∂̄ 恰当的，因此存在光滑函数 F 使得

R̃ij −Rij = − ∂2F

∂zi∂z̄j

假设上述两个 Kahler 结构（在标准基下）的度量矩阵分别为 g̃, g，那么利用前述结果

∂∂̄ log det(g̃st)
det gst

= ∂∂̄F

引理 8.1.5 (∂∂̄ 极大值原理). 紧复流形 M 上的光滑函数 f 如果满足 ∂∂̄f = 0，那么 f 一定是

常数。

证明. 取局部全纯坐标，那么 ∂∂̄ = 0 意味着实部和虚部都是 Cn 上的调和函数。
现在由于流形是紧的，考虑 <f 的极大值 K，选取局部坐标卡。由调和函数的平均值性质

可知在一个开集内 <f 都取到这个极大值 K，因此 (<f)−1(K) 是开的，反过来它天然是闭的，

于是只能是全空间。

同样对虚部讨论，这就说明了 f 是常数。

应用这一引理，一定有常数 C 使得

det g̃ = C exp(F ) det g

现在如果我们要求两个Kahler结构的Kahler Class相同，即
√
−1

2

∑
gijdz

i∧dz̄j ,
√
−1

2

∑
g̃ijdz

i∧
dz̄j 的差是 d− 恰当的，那么再一次由 ∂∂̄-引理，存在光滑函数 ϕ 使得

g̃ij = gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j

为了使新的 g̃ij 诱导了 Hermitian 度量，我们需要 g̃ij =¯̃gji，直接验证知这要求 ϕ 是实值的。

于是前述方程化为：

det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
) = C exp(F ) det(gst)

我们注意到此时 C 的选择不是自由的：回忆Wirtinger定理，det(g̃st)dz1∧dz̄1 · · · dzn∧dz̄n

实际上是
1

n!
ωn。

因此在前述方程两侧乘上 dz1 ∧ dz̄1 · · · dzn ∧ dz̄n 后在 M 上积分得到：

C

ˆ
M

exp(F )dvol = 1

n!
·
ˆ
M
(ω + ∂∂̄ϕ)n

Stokes
======

1

n!

ˆ
M
ωn = V ol(M)

在这里 g 被视为自带的初始 Kahler 结构，因此上式可以记成

C

ˆ
M

exp(F )V ol(M)

接下来的目标是给定任一 F，在这一对 C 的约束下解前述方程。准确地说：我们下面来研

究方程

det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
)(det(gij))−1 = exp{F} (1.1)
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（这里 F 已经通过加减某个常数满足前文的约束条件了）

我们需要找到实值函数 ϕ 使得 (gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
) 正定，这样就给出了一个满足要求的 Kahler

结构。

证明方法是将这个方程做如下形变

det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
)(det(gij))−1 = V ol(M)[

ˆ
M

exp(tF )]−1] exp(tF ) (1.2)

当 t = 0 时这个方程退化为平凡方程

det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
) = det(gij)

它当然有显然解 ϕ = const.，我们只需要证明使得上述方程有解的 t ∈ [0, 1] 构成的集合是开闭

集，这样 t = 1 时我们就证明了解的存在性。

8.2 二阶导数的估计

现在开始始终假定 M 是紧 Kahler 流形，并且 dimCM = m。

我们再一次从式 (1.11.1) 出发：

det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
)(det(gij))−1 = exp{F} (2.1)

开始，现在我们对解 ϕ 做先验估计，首先归一化使得
´
M ϕ = 0 并假定 ϕ ∈ C5(M)。

对式 (2.12.1) 求导，有∑
ij

g′ij(
∂gij
∂zk

+
∂3ϕ

∂zi∂z̄j∂zk
)−

∑
ij

gij
∂gij
∂zk

=
∂F

∂zk
(2.4)

这里 g′ 指通过加入 ∂2ϕ/∂zi∂z̄j 形变后的度规，上标 ij 指逆矩阵。

再一次求导有

−
∑
ijtn

g′tjg′in(
∂gtn
∂z̄l

+
∂3ϕ

∂zt∂z̄n∂z̄l
)(
∂gij
∂zk

+
∂3ϕ

∂zi∂z̄j∂zk
)

+
∑
ij

g′ij(
∂2gij
∂zk∂z̄l

+
∂4ϕ

∂zi∂z̄j∂zk∂z̄l
) +

∑
ijkn

gtjgin
∂gtn
∂z̄l

· ∂gij
∂zk

−
∑
ij

gij
∂2gij
∂zk∂z̄l

=
∂2F

∂zk∂z̄l
(2.5)

现在取 ∆′,∆ 分别为 g′, g 诱导的标准 Laplacian（i.e.
∑
gij

∂2

∂zi∂z̄j
）

那么计算知

∆′∆ϕ = ∆F +
∑
ijknl

g′kjg′inϕkn̄l̄ϕij̄l +
∑
ijl

g′ijRijll −
∑
il

Riill +
∑
ijkl

g′klRijklϕij̄ (2.7)

其中 ϕij̄k 表示
∂3ϕ

∂zi∂z̄j∂zk
,etc. Rijkl 是 Riemann 曲率张量。
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由于左侧是坐标无关的，我们选取一组合适的全纯坐标，使得 gij = δij , ϕij = δij̄ϕīi，这个

时候 g′ij = δij(1 + ϕīi)
−1

那么计算知

∆′∆ϕ ≥ ∆F +
∑

g′kjg′inϕkn̄l̄ϕij̄l + (inf
i ̸=l
Riill)[

∑
il

1 + ϕīi
1 + ϕll̄

−m2]

现在考虑辅助函数 exp(−Cϕ) · (m+∆ϕ)

∆′(exp(−Cϕ)(m+∆ϕ))

≥ exp(−Cϕ)(∆F −m2 inf
i ̸=l
Riill)− C exp(−Cϕ)m(m+∆ϕ)

+(C + inf
i ̸=l
Riill) exp(−Cϕ)(m+∆ϕ)(

∑
i

1

1 + ϕīi
) (2.18)

结合初等的不等式
∑ 1

1 + ci
≥ (

∑
(1 + ci)∏
(1 + ci)

)1/m−1 知

∑ 1

1 + ϕīi
≥ (m+∆ϕ)1/(m−1) exp(− F

m− 1
) (2.20)

（这是因为我们选取了一个比较恰当的坐标）

在合适的常数 C 下（使得 C + infi ̸=l(Riill) > 1, C > 0）我们计算得知

∆′(exp(−Cϕ) · (m+∆ϕ)) ≥ exp(−Cϕ)(∆F −m2 inf(Riill))− C exp(−Cϕ)m(m+∆ϕ)

+(C + inf
i ̸=l
Riill) exp( −F

m− 1
)(m+∆ϕ)1+1/(m−1)

(2.22)

假设在 p 点辅助函数 exp(−Cϕ) · (m + ∆ϕ) 取到极大值，那么在这一点式 (2.222.22) 左侧就是 0，
即：

0 ≥ ∆F −m2 inf
i ̸=l
Riill − Cm(m+∆ϕ) + (C + inf

i ̸=l
Riill) exp( −F

m− 1
)(m+∆ϕ)m/(m−1) (2.23)

于是 (m+∆ϕ)(p)1+1/(m−1) ≤ a · (m+∆ϕ)(p) + b：

这给出了 (m+∆ϕ)(p) 关于 supM (−∆F ),supM | infi ̸=lRiill|,C ·m,supM F 的估计。

我们设这个上界为 C1，它仅和上文提及的几个量有关。由于 exp(−Cϕ)(m+∆ϕ) 在 p 处

取到最大值，那么自然有

m+∆ϕ ≤ C1 exp(C(ϕ− inf
M
ϕ))

另一方面 ∆ϕ+m =
∑

(1 + ϕīi) =
∑
g′iigii > 0，这就说明了

0 < m+∆ϕ ≤ C1 exp(C(ϕ− inf
M
ϕ)) (2.24)
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8.2.1 supM φ 的估计

我们利用紧 Riemann 流形上 Laplacian 的 Green 函数理论进行估计。

定义 8.2.1. Green 函数 G(p, q) 满足如下性质：

ϕ(p) = −
ˆ
M
G(p, q)∆ϕ(q)dq

现在由于 M 紧，存在一个仅和 M 有关的常数使得 G(p, q) +K ≥ 0，那么

ϕ(p) = −
ˆ
M
G(p, q)∆ϕ(q)dq = −

ˆ
M
(G(p, q) +K)∆ϕ(q)dq

（最后一个等号是因为在闭 Riemann 流形上
´
M ∆ϕ = 0）

于是由 m+∆ϕ > 0：

sup
M

ϕ ≤ m sup
p∈M

ˆ
M
(G(p, q) +K)dq (2.27)

（注意式子右侧天然大于 0，这使得下一式的放缩正确）
于是这就说明了

ˆ
M

|ϕ| ≤
ˆ
M

| supϕ− ϕ|+
ˆ
M

| supϕ|

≤ (| sup
M

ϕ|+ sup
M

ϕ)vol(M)−
ˆ
M
ϕ ≤ 2m · vol(M) sup

p∈M

ˆ
M
(G(p, q) +K)dq (2.28)

8.2.2 infM φ 的估计

首先我们重新回到式 (2.182.18)，为不引起混淆，将其中的 C 改记为 N，即：

∆′(exp(−Nϕ)(m+∆ϕ))

≥ exp(−Nϕ)(∆F −m2 inf
i ̸=l
Riill)−N exp(−Nϕ)m(m+∆ϕ)

+(N + inf
i ̸=l
Riill) exp(−Nϕ)(m+∆ϕ)(

∑
i

1

1 + ϕīi
) (2.47)

选取 N 使得 N + inf(Rīill̄) ≥
1

2
N。那么由式 (2.202.20)

(N + inf
i ̸=l
Rīill̄)(m+∆ϕ)(

∑ 1

1 + ϕīi
) ≥ 1

2
N exp( −F

m− 1
)(m+∆ϕ)m/(m−1) (2.49)

存在 C9 仅和 supF,m 相关使得

1

2
N exp( −F

m− 1
)(m+∆ϕ)m/(m−1) ≥ 2Nm(m+∆ϕ)−NC9 (2.50)

将式 (2.492.49), 式 (2.502.50), N 的选取代入式 (2.472.47)，经计算就有

exp(F )∆′(exp(−Nϕ)(m+∆ϕ))

≥ −C10 exp(−Nϕ) +m exp(infF )(−∆ exp(−Nϕ) +N2 exp(−Nϕ)|∇ϕ|2) (2.52)

其中 C10 仅和 N,F,M 有关。
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对式 (2.522.52) 积分，就得到ˆ
M

|∇ exp(−1

2
Nϕ)|2 = 1

4
N2

ˆ
M

exp(−Nϕ)|∇ϕ|2

≤2.52,exp(F−infF )≥1
1

4
C10m

−1 exp(− infF )
ˆ
M

exp(−Nϕ) (2.53)

我们来证明对于所有满足式 (2.282.28)和式 (2.532.53)的 ϕ，一定有一个N,F,M 给出的对
´
M exp(−Nϕ)

的估计。

假设这不成立，那么存在 {ϕi} 使得 limi

´
M exp(−Nϕi) = +∞。

定义 exp(−Nϕ̃i) = exp(−Nϕi)(
´

exp(−Nϕi))−1。那么式 (2.532.53) 保证
´
M |∇ exp(−1

2
Nϕ̃)|2

是一致有界的，而 || exp(−Nϕ̃i||2 = 1，那么由紧性存在一个子列 {exp(−1

2
Nϕ̃i)} 在 L2 意义下

收敛。我们无妨假设这个收敛子列就是 ϕi 自身。

现在

vol{x|λ ≤ exp(−1

2
Nϕi)} = vol{x| 2

N
logλ+

1

N
log
ˆ
M

exp(−Nϕi) ≤ −ϕi}

≤ vol{x| 2
N

logλ+
1

N
log
ˆ
M

exp(−Nϕi) ≤ −ϕi}

≤ vol{x|0 < 2

N
logλ+

1

N
log
ˆ
M

exp(−Nϕi) ≤ −ϕi} (since

ˆ
M

exp(−1

2
Nϕ̃i) → +∞)

≤ (
2

N
logλ+

1

N
log
ˆ
M

exp(−Nϕi))−1

ˆ
M

|ϕi|

(2.57)

由式 (2.282.28)
´
M |ϕi| 一致有界，那么这就说明了

lim
i
vol{x|λ ≤ exp(−1

2
Nϕ̃i)} = 0 (2.58)

另一方面

vol{x|λ ≤ f} ≤ vol{x|}

≤ vol{x|1
2
λ ≤ |f − exp(−1

2
Nϕ̃i)|}+ vol{x|1

2
λ ≤ exp(−1

2
Nϕ̃i)}

≤ 4

λ2

ˆ
M

|f − exp(−1

2
Nϕ̃i)|2 + vol{x|1

2
λ ≤ exp(−1

2
Nϕ̃i)}

由于 exp(−1

2
Nϕ̃) L2 收敛到 f，那么前两式共同说明了 vol{x|λ ≤ f} = 0, ∀λ > 0。由

于 f 是一列处处取正值函数的 L2 极限，但是前文说明 f 几乎处处小于零。那么
´
M |f −

exp(−1

2
Nϕ̃i)|2 ≥

´
M exp(−Nϕ̃i) = 1，矛盾！

因此这说明了
´
M exp(−Nϕ) 有只和 N,F,M 有关的估计。

现在开始估计 | infM ϕ|，首先回到式 (2.242.24)，将它重写为 ∆ϕ = f，其中 −m ≤ f ≤
C1 exp(C supϕ) exp(− infM ϕ)，那么由于

定理 8.2.2 (椭圆二阶偏微分方程的 Schauder 估计). Cm,n 指 m 阶连续可导并且 n 阶 Holder
连续的函数，那么对于 f ∈ Cα，如果 u ∈ C2,α 满足如下严格椭圆方程∑

i,j

ai,j(x)DiDju(x) +
∑
i

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x) = f(x)
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（这里的严格椭圆是指最小特征值是正实数 λ）

并且所有系数项的有一致上界

|ai,j |0,α;Ω, |bi|(1)0,α;Ω, |c|
(2)
0,α;Ω ≤ Λ.

其中 |u|(m)
k,α;Ω = |u|(m)

k;Ω + [u]
(m)
k,α;Ω =

∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

|d|β|+mx Dβu(x)|+ sup
x,y∈Ω

|β|=k

dm+k+α
x,y

|Dβu(x)−Dβu(y)|
|x− y|α

.

那么解函数有控制

|u|∗2,α;Ω ≤ C(n, α, λ,Λ)(|u|0,Ω + |f |(2)0,α;Ω).

其中 |u|∗k,α;Ω = |u|∗k;Ω + [u]∗k,α;Ω =
∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

|d|β|x Dβu(x)|+ sup
x,y∈Ω

|β|=k

dk+αx,y

|Dβu(x)−Dβu(y)|
|x− y|α

现在对 ∆ϕ = f 应用 Schauder 估计，就有

sup
M

|∇ϕ| ≤ C6(exp(−C infϕ) +
ˆ
M

|ϕ|)

其中 C6 仅和 M 与 C1 exp(C supϕ) 有关。
现在由于式 (2.272.27), 式 (2.282.28) 给出了 supϕ,

´
M |ϕ| 的估计，于是就有

sup
M

|∇ϕ| ≤ C7(exp(−C infϕ) + 1) (2.46)

其中 C7 仅和 M,C 有关。

假设 ϕ在 p取到最小值，以这个点为球心取一个半径为 −1

2
infϕC−1

7 (exp(−C infϕ)+1)的

测地球并且使得这个测地球不超单射半径，那么由于对散度的估计这使得 ϕ 在这个测地球上不

超过 −1

2
infϕ。选取充分大的 N 使得前述对 N 的条件满足，并且 N ≥ 4mC，那么 exp(−Nϕ)

在测地球上的积分不小于

C12 exp(−1

2
N infϕ)(−1

2
infϕ)2mC−1

7 (exp(−C infϕ) + 1)−2m

其中 C12 仅和 M 有关，我们又有
´
M exp(−Nϕ) 的估计，这就给出了 − infϕ 的估计。

另一方面我们已有 supϕ 的估计，这就给出了 supM |ϕ| 的估计，式 (2.462.46) 和式 (2.242.24) 给
出了 supM |∆ϕ|, supM (m+ δϕ) 的估计。另一方面 δij + ϕij 是正定 Hermitian 矩阵，于是存在
1 + ϕii 的上界，但是

∏
(1 + ϕii) = exp(F )，这就给出了每个 1 + ϕii 的下界估计。

因此

定理 8.2.3 (Yau’s second order estimation). M 是紧 Kahler 流形，ϕ 是 C4(M) 使得
´
M ϕ = 0，∑

(gij + ∂2ϕ/∂zi∂z̄j)dzi ⊗ dz̄j 给出了一个 Hermitian 度量。并且

det(gij + ∂2ϕ/∂zi∂z̄j) det(gij)−1 = exp(F )

那么存在 C1, C2, C3, C4 和 infM F, supM F, inf∆F,M 使得

sup |ϕ| ≤ C1, sup |∇ϕ| ≤ C2, 0 < C3 ≤ 1 + ϕīi ≤ C4
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8.3 三阶导数的估计

为了估计三阶导数，我们使用的辅助函数是

S =
∑

g′irg′jsg′ktϕij̄kϕr̄st̄

我们称 A ' B 如果 |A − B| ≤ C1

√
S + C2，其中 C1, C2 是无关常数，那么仍然选取前文的较

为方便的坐标，经过计算：

∆′S '
∑

(1 + ϕīi)
−1(1 + ϕjj̄)

−1(1 + ϕkk̄)
−1(1 + ϕαᾱ)

−1

×{|ϕījk̄α −
∑
p

ϕīpk̄ϕp̄jα(1 + ϕpp̄)
−1|2

+|ϕij̄kα −
∑
p

(ϕij̄kαϕpj̄k + ϕp̄ikϕpj̄α)(1 + ϕpp̄)
−1|} (3.2)

另一反面式 (2.72.7) 说明了 ∆′(∆ϕ) ≥
∑

(1 + ϕkk̄)
−1(1 + ϕīi)

−1|ϕkīj̄ |2 − C6。

于是结合两者就有 ∆′(S+C7∆ϕ ≥ C8S−C9，现在考虑 S+C7∆ϕ的极大值点，那么在这一

点上就有 C8S−C9 ≤ 0，于是 C8(S+C7∆ϕ) ≤ C9+C8C7∆ϕ。因此这就给出了 sup(S+C7∆ϕ)

的估计，然而我们已经估计过 ∆ϕ，这就给出了 supM S 的估计，从而给出了诸三阶导数 ϕij̄k 的

估计。

定理 8.3.1 (Yau’s third order estimation). M 是紧 Kahler 流形，ϕ 是 C5(M) 使得
´
M ϕ = 0，∑

(gij + ∂2ϕ/∂zi∂z̄j)dzi ⊗ dz̄j 给出了一个 Hermitian 度量。并且

det(gij + ∂2ϕ/∂zi∂z̄j) det(gij)−1 = exp(F )

那么存在依赖于 gij , sup |F |, sup |∇F |, supM supi |Fīi, supM supi,j,k |Fij̄k| 的对 ϕij̄k 的估计。

8.4 原方程的求解

我们考虑形变方程：

S = {t ∈ [0, 1]| det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
)(det(gij))−1

= V ol(M)[

ˆ
M

exp(tF )]−1] exp(tF ) has a solution in Ck+1,α}

再一次 Ck+1,α 是指 k + 1 阶连续可导并且 α 阶 Holder 连续。明显 0 ∈ S，只需证明 S 是开闭

的。

S 是开的，因为考虑 θ = {ϕ ∈ Ck+1,α(M)|1 + ϕīi > 0,
´
M ϕ} = 0

S 的开性

现在取 θ = {ϕ ∈ Ck+1,α|1 + ϕīi > 0,
´
M ϕ}, B = {f ∈ Ck−1,α|

´
M f = vol(M)}，那么有

G : θ 7→ B

G(ϕ) = det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
) det(gij)−1
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我们只需证明 G 局部诱导了同胚，这实际上是某种 Banach 流形上的反函数定理：因此我们考
虑 G 在 ϕ0 处的微分。

取 ϕt = ϕ0 + tη，那么

d

dt
G(ϕt)|t =

d

dt
det(gij +

∂2ϕ

∂zi∂z̄j
)(det gij)−1 = ∆φ0η

即：非奇异性实际上依赖于 Poisson 方程 ∆φ0η = f 的解，这里 ∆φ0 是对 Kahler 度量施加 ϕ0

的变形诱导的度量的 Laplacian。
首先注意到 B 的切空间是 Ck−1,α 函数 f 使得

´
M f = 0，这恰好是 ∆φ0η = f 存在（L2

中的）弱解的条件，然而 Schauder 理论保证了当 f ∈ Ck−1,α 时，弱解 η ∈ Ck+1,α，同时这个

解明显是唯一的（在要求
´
M ϕ = 0 后）：因为两个解的差的 Laplacian 是零，那么这个差（由

极大值原理）只能是常数。

现在这就证明了 ϕ0 的邻域和 G(ϕ0) 的邻域之间存在某个同胚，这就证明了 S 的开性。

S 的闭性

假设有一个序列 {tq} ⊆ S，存在一列 ϕq ∈ Ck+1,α，满足对应的形变方程，同时我们假定´
M ϕq = 0。然后如同在前两节中所做的那样，我们对这个形变方程求导：

det(gij +
∂2ϕq
∂zi∂z̄j

)
∑
ij

g′ij
∂2

∂zi∂z̄j
(
∂ϕq
∂zp

)

= vol(M)(

ˆ
M

exp(tqF ))−1 ∂

∂zp
[exp(tqF ) det(gij)]

其中 g′ij 仍然是形变度规的逆矩阵。

定理 8.2.38.2.3保证上述方程左侧是一致地强椭圆的（对 g′ij 的控制）；定理 8.3.18.3.1保证上述方程
的系数是 α-Holder 连续的，∀α ∈ [0, 1]，并且给出了 Schauder estimation 所需的控制。

注记. 由于我们在紧流形上工作，Holder 连续和局部 Holder 连续是等同的。

因此应用 Schuader估计：??，我们给出了 ∂ϕq/∂z
p 的 C2,α 范数估计。同样地对 ∂ϕq/∂z̄

p 也

是如此。但是上述估计反过来继续限制了形变方程左侧系数的可微性，因此不断使用 Schuader
估计，我们给出了 ϕq 的 Ck+1,α 范数估计。

于是函数序列 ϕq 是一致有界的并且其各阶导数也是一致有界的。由 Arzela-Ascoli 定理，
这就说明了 ϕq 有 Ck+1,α− 范数下收敛的子列，于是这就给出了 lim tq 时形变方程的解。

最后注意到在初始的 t = 0 的情况我们总要求形变度规的正定性，定理 8.2.38.2.3的估计保证了
正定性，这就完成了证明。

定理 8.4.1 (Calabi-Yau 猜想的 PDE 形式). M 是紧 Kahler 流形，赋予 Kahler 度量 {gij}，
F ∈ Ck(M), k ≥ 3，

´
M exp(F ) = vol(M)。那么存在 ϕ ∈ Ck+1,α(M), ∀0 ≤ α < 1，使得

gij + ∂2ϕ/∂zi∂z̄j 给出了 Kahler 度量，并且它满足

det(gij +
∂2ϕ

∂zi∂z̄j
) = exp(F ) det(gij)

最后证明 Calabi 猜想中的唯一性部分：
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命题 8.4.2. ϕ,ψ 使得 Kahler 度规 ω 在 ϕ,ψ 的形变下仍然是 Kahler 度规，并且 Kahler class
相同，如果它们诱导的 Ricci Form 相同，那么它们只能相差一个常数。

证明. 假定形变后的度规分别为 ω1, ω2，（注意 ddc =

√
−1

2π
∂∂），那么 ω1, ω2 正是（作为 Kahler

形式）添加 ddcϕ, ddcψ。如果 Ricci Form 相同，那么回忆前文对 Ricci Form 的计算，那么
det g′st/det gst 在 ∂∂̄ 作用下是零，再一次由 ∂∂̄ 极大值原理，我们知道这一定是常数。

然而
´
ωn1 =

´
ωn2 = vol(M) · n!，于是只能有 ωn1 = ωn2。

现在 0 = (ω + ddcϕ)n − (ω + ddcψ)n = dc(ϕ− ψ) ∧ T，其中 T 是正定，闭的 (n− 1, n− 1)

形式。

0 =

ˆ
(ψ − ϕ)((ω + ddcϕ)n − (ω + ddcψ)n) =

ˆ
M
(ψ − ϕ) ∧ ddc(ϕ− ψ) ∧ T

那么分部积分得

=

ˆ
M
d(ϕ− ψ) ∧ dc(ϕ− ψ) ∧ T

于是这就说明了 d(ϕ−ψ)∧ dc(ϕ−ψ) = 0，展开计算知这要求 ϕ−ψ 相差只能是常数。

这就完成了唯一性的证明，于是作为推论，我们就证明了原本的 Calabi 猜想。
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第二部分

复代数簇
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第九章 除子和线丛

9.1 除子

9.1.1 Weil 除子

在接下来的除子内容中，我们会使用簇的性质来完成定义。这和概形语言中的除子 (Weil/-
Cartier) 有一定的区别，尽管它们的大致内容是相同的。

定义 9.1.1 (Weil 除子). 一个复流形 M 上的 Weil 除子 D 是一组形式和 D =
∑
aiVi。

其中 Vi 是不可约主解析集，并且满足局部有限性，i.e.∀p ∈M，存在 p 的开邻域仅和有限

个 Vi 相交。

所有非零系数的主解析集构成的集合族称为除子 D 的支撑 suppD。

注意如果 M 是紧的，这说明 Vi 个数有限：考虑有限开覆盖。

全体 Weil 除子构成了一个 Abel 群，记为 WDiv(M)。

定义 9.1.2 (有效除子). 称 Weil 除子 D 是有效的，如果 ai ≥ 0, ∀i，记为 D ≥ 0。

定义 9.1.3 (除子的阶).
degD =

∑
ai

任何一个主解析集 V（由第 1.4 节第 1.4 节）表示成不可约主解析集的并 V1 ∪ · · · ∪ Vm，将 V 视作

Weil 除子
∑
Vi。

9.1.2 Cartier 除子

下面我们用另一种方式给出除子的定义：

定义 9.1.4 (Cartier 除子). 一个复流形上的 Cartier 除子是指商层 M ∗/O∗ 的一个整体截面。

下面我们来说明这两种除子的等价性。对于一个不可约主解析集 V ⊆M，p ∈ V 为其上一

点，设 f 是在 p 点局部决定 V 的全纯函数。对于任何一个 p 点邻域处定义的全纯函数 g，定义

阶数 ordV,p(g) 为局部环 OM,p 中最大的使得 fa|g 的整数 a。

然而命题 1.3.101.3.10说明了 ordV,p(g) 和 p 无关。因为 g 和 fα + 1 是互素的，于是可以使用

前文结论，具体来说过程如下：

定义映射 ord : V → Z≥0 : p 7→ ordV,p(g)。如果存在多于一个像，那么由定义每个像的原像

都一定是开集。（选取保持阶数不变的邻域即可）因此 ord 是连续映射（Z≥0 赋离散拓扑）

于是各个原像一定是开闭集，从而和 V 的不可约性矛盾。
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自然地，ordV (gh) = ordV (g) + ordV (h)。对于一个亚纯函数，局部形式地写为 f = g/h 时

（g, h 全纯且互素），定义 ordV (f) = ordV (g)− ordV (h)。容易验证这是良定义的：不同开集的

交上 f 的不同表示方式并没有改变 ordV (g)− ordV (h)。

称亚纯函数在 V 上有 a 阶零点如果 ordV (f) = a > 0；称其在 V 上有 a 阶极点如果
ordV (f) = −a < 0。对于一个亚纯函数 f，定义 Weil 除子

(f) =
∑
V

ordV (f) · V

当然也有零点除子 (f)0 =
∑

V ordV (g) · V；极点除子 (f)∞ =
∑

V ordV (h) · V。于是自然
(f) = (f)0 − (f)∞。

注记. 需要验证这里使得 ordV 6= 0 的 V 是局部有限的，然而这由 Weierstrass 预备定理是容易
验证的。

下面来建立两种除子之间的联系。首先需要指出 Γ(M ∗/O∗) 的元素：利用正向极限的层化

定义，可知：Γ(M ∗/O∗) 的一个元素 {f} 一定是如下元素所在的等价类中：
给定某组开覆盖 {Uα}和其上的亚纯函数 fα 6≡ 0（准确地说，这些 fα是一个等价类 fα·O∗），

并且满足 fα, fβ 在 Uα ∩ Uβ 上是在同一个 /O∗ 的等价类，i.e. fα/fβ ∈ O∗(Uα, Uβ)

因此自然 ordV (fα) = ordV (fβ)，于是我们将 {f} 和除子 D =
∑

V ordV (fα) · V。
其中这个求和式的意义为：对每个 V，V ∩ Uα 6= ∅。
反过来，对一个除子 D =

∑
aiVi，选取一组开覆盖 {Uα} 使得对于每个 Uα，每个 Vi 在其

中存在（零点集的）定义函数 giα ∈ O(Uα)。

取 fα =
∏
gaiiα ∈ M ∗(Uα)，容易验证这些 fα 可以粘起来称为 M ∗/O∗，因此我们建立了如

下的结果：

H0(M,M ∗/O∗) ∼=WDiv(M)

接下来我们将这两种除子统一，全体除子构成的群定义为 Div(M)

定义 9.1.5 (除子的拉回). 对于复流形间的全纯映射 π : M → N，有除子群上的拉回映射

π∗ : Div(N) → Div(M)：这只需考虑层 M ∗/O∗ 的拉回。准确地说，π∗ 将 ({Uα}, {fα}) 拉回
为 ({π−1Uα}, {fα})。
注意此时不能直接使用主解析集的拉回，因为系数也许会改变（重数）。

最后，在 Riemann 面上除子是很简单的，因为每个点都是一个不可约主解析集。但是在高
维复流形上除子的数量可能会很少，甚至没有。然而如果复流形能够嵌入到复射影空间中，那

么复射影空间中的超平面能够在这个流形上交出许多主解析集。事实上除子的数量充分多这件

事和复流形的嵌入有着重要的关系。
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9.2 线丛

接下来讨论的是复流形上的全纯线丛 π : L→M。正如前文提及的那样：线丛 L 和转移函

数 gαβ，满足： gαβgβα = 1

gαβgβγgγα = 1

gαβ ∈ O∗(Uαβ)。

很明显这个定义与 Cech上同调是相符的，而流形上（仿紧）Cech上同调和层上同调是相同
的（δ({gαβ}) = 0，线丛相同当且仅当 gαβg

−1
αβ

′
是 Cech上边缘），于是线丛实际上和 H1(M,O∗)

相同。

下面，对于 M 上的全体线丛给出一个群结构：乘法定义为张量积，逆定义为对偶丛。反映

到转移函数上由预备内容部分已经讨论过的内容知：

L⊗ L′ ∼ {gαβg′αβ};L∗ ∼ {g−1
αβ}

这个群中的单位元是平凡丛。很容易发现这个群结构和 H1(M,O∗) 是一样的。

定义 9.2.1 (Picard 群). 称
H1(M,O∗)

为流形 M 的 Picard 群，记为 Pic(M)，它同时反映了全体全纯线丛构成的群结构。

9.2.1 除子-线丛对应

除子引入的重要原因就是它与全纯线丛之间存在对应关系，这是一个复几何中非常基本而

且重要的事实。

对于一个除子 D，我们使用其 Cartier 除子定义：假定其在某个开覆盖上 {Uα} 分别由
fα ∈ M ∗(Uα) 定义，那么取

gαβ = fα/fβ

它是非零的全纯函数，并且满足转移函数的条件。因而这给出了一个线丛：称为除子 D 的关联

线丛，记为 [D]。

这里我们需要说明 fα 的选取不会影响结果：如果 hα = fα/f
′
α ∈ O∗(Uα)，那么对 g 带来的

影响也不过是 hβ/hα ∈ O∗(Uα ∩ Uβ)，因此得到的仍然是同一个线丛。（这实际上说的是一般全
纯线丛不能成为平凡丛的障碍恰好源于局部上的亚纯函数所处的 O∗ 等价类可以粘出不是亚纯

函数的东西）

容易验证 [D +D′] = [D]⊗ [D′]，因此我们有了群同态：

[ ] : Div(M) → Pic(M)

现在考虑D = (f)是亚纯函数定义的除子，那么对于开覆盖 {Uα}, fα = f |Uα，从而 gαβ = 1，

亦即 [D] 是平凡丛。反过来对于一个使得 [D] 成为平凡丛的除子，如果 D 局部上由亚纯函数

fα 给出，由平凡化：fα/fβ 可以表示成处处非零全纯函数 hα/hβ 的比。

因此 f = fα · h−1
α 是一个全局的亚纯函数，使得其除子为 D。

于是总结一下得到结论：
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命题 9.2.2 (除子-线丛对应). ker[ ]恰为所有亚纯函数对应的除子 (f)。称 D ∼ D′ 线性等价，如

果它们之间恰好差了一个亚纯函数的对应除子，因此除子的线性等价类对应着全纯线丛的（同

构）类。

更进一步地，这个对应关系是自然的，即对于复流形之间的全纯映射 f :M → N，有：

f∗([D]) = [f∗(D)]

另一方面，这个结论有一个层论的直接说明：对于层的长正合列

0 → O∗ i→ M ∗ j→ M ∗/O∗ → 0

那么长正合列定理指出

H0(M,M ∗)
j∗→ H0(M,M ∗/O∗)

δ→ H1(M,O∗)

然而 H0(M,M ∗/O∗) = Div(M);H1(M,O∗) = Pic(M)；并且可以验证：

j∗f = (f); δD = [D]

因此前文所有的结果都可以由这个正合列立刻指出。

9.2.2 线丛的全纯和亚纯截面

由线丛的定义，L 的一个 U 上全纯截面由如下给出：

{sα ∈ O(U ∩ Uα)}

其中 sα = gαβ · sβ，{Uα} 是一组开覆盖，gαβ 是对应的转移函数。
这里 C 值全纯函数到线丛的转化是通过平凡化 LUα −→ Uα×C 转换得到的。（这其实就像

定义丛的光滑截面：通过拉回变为普通的 R(C)− 值函数然后讨论光滑性：正如一般的向量丛的
转移函数光滑性保证了良定义性，这里全纯向量丛的转移函数全纯性也保证了良定义性）

类似地，定义 L在 U 上的亚纯截面为 O(L)⊗O M 的一个截面（全纯截面层的“亚纯化”）：

其中 O(L) 是 L 的全纯截面构成的层。于是它同样是由如下给出：

{sα ∈ M (U ∩ Uα)}

其中 sα = gαβ · sβ，{Uα} 是一组开覆盖，gαβ 是对应的转移函数。
对于 L的全局亚纯截面 s，sα/sβ ∈ O∗，因此可以定义 ordV (s) = ordV (sα)，其中 Uα∩V 6=

∅。这样一个截面也有对应的除子：

(s) =
∑

ordV (s) · V

那么 s 是全纯截面 ⇐⇒ (s) 是有效除子。

对于一个除子 D ∈ Div(M)，设其由 fα ∈ M (Uα) 决定（Cartier），那么这些 fα 当然满足

上文亚纯截面的定义，因此有了 [D] 的一个亚纯截面 sf，(sf ) = D。反过来，对于 L 上任何一

个非恒零亚纯截面 s，都有 [(s)] = L。
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定理 9.2.3. 对任何除子 D 使得 [D] = L，存在一个 L 的亚纯截面 (s) = D；对于任何 L 的亚

纯截面 s，[(s)] = L。

MS(L)
()

//

id
%%LLLLLLLLLLL

[ ]−1(L)

[ ]

��

// 0

L

推论 9.2.4.
L 是某个除子 D 对应的线丛 ⇐⇒ 它存在一个非恒零的全局亚纯截面。

L 是某个有效除子 D 对应的线丛 ⇐⇒ 它存在一个非恒零的全局全纯截面。

（第二个推论原因如下：如果线丛有非恒零的全局全纯截面，那么 (s) 已经满足要求了；如

果它是某个有效除子 D 对应的线丛，那么 (sf ) = D 则 sf 满足要求）

定义 9.2.5. 对于任何 D =
∑
aiVi，记 L (D) 为所有使得 D+ (f) ≥ 0 的亚纯函数 f 构成的空

间。

记全体和 D 线性等价的有效除子构成的集合为 |D|，当 L = [D] 时也将此线性等价类记为

|L|(= [ ]−1L)。

命题 9.2.6. 有 C-线性空间同构：

L (D) → H0(M,O(D))

证明. 设 s0 是 [D] 的一个全局亚纯截面，并且 (s0) = D。那么对于任何 [D] 的全纯截面 s，考

虑 fs = s/s0：这依然是一个M 上的亚纯截面，并且 (fs) = (s)− (s0) ≥ −D。于是：fs ∈ L (D)，

(s) = D + (fs) ∈ |D|。
另外，对于任何 f ∈ L (D)，以及固定的亚纯截面 s0（如前），都有 s = f · s0 是 [D] 的全

纯截面。因此有同构：

L (D)
⊗s0−→ H0(M,O(D))

定义 9.2.7. 对于一个除子 D =
∑
aiVi 和一般的全纯向量丛 E，记 E (D) 为 E 的全体满足在

∪Vi 全纯且在每个 Vi 的极点阶 ≤ ai 的亚纯截面构成的层；E (−D) 为全体满足在每个 Vi 的零

点阶 ≥ ai 的截面构成的层。那么与线丛类似地：

E (D)
⊗s0−→ O(E ⊗ [D])

E (−D)
⊗s−1

0−→ O(E ⊗ [−D])

也有着对应关系。因此有层正合列：

0 → OM (E ⊗ [−D])
⊗s0−→ OM (E)

r−→ OM (E|D) → 0

（回忆第 3.1.3 节第 3.1.3 节）
在后文中，一般记 O([D]) 为 O(D)。
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命题 9.2.8. 对于紧复流形 M：

|D| ∼= P(L (D)) ∼= P(H0(M,O(D)))

证明. 对于一个紧复流形 M，任何 D′ ∈ |D|，存在 f ∈ L (D) 使得 D′ = D + (f)。（首先这

个亚纯函数 f 肯定存在，由 L 定义立刻推知结果）并且反过来任何两个满足要求的亚纯函数

f, f ′ 一定满足 f/f ′ 是非零全纯函数。然而 M 是紧的，由最大模原理知 f, f ′ 只能相差一个非

零常数，因此这就说明了结果。

定义 9.2.9 (Linear system of divisors). P(H0(M,O(L))) 的射影子空间（的零点集和极点集）

对应了一组 M 的有效除子。称这个有效除子构成的线性子空间为 linear system of divisors。
称它是完备的，如果它对应的这组有效除子恰好具有形式 |D|，即和 D 线性等价的有效除

子对应的 [D] 上全纯截面的射影子空间。

定义这个 linear system 的维数为其作为射影子空间的维数。（dimW − 1）

称 1 维 linear system 为 pencil；2 维者为 net；3 维者为 web。

定义 9.2.10 (Base locus). 对于一个 linear system：E = {Dλ}λ∈Pn，选取其在射影子空间的一

组基 λ0, · · · , λn。
那么：

∩λ∈Pn suppDλ = suppDλ0 ∩ · · · ∩ suppDλn

定义它为 linear system E 的 base locus。特别地，对于 base locus中的除子 F：Dλ−F ≥ 0 ∀λ，
称它们为 E 的 fixed component。

The Bertini’s thm part:To Be Continued.

9.3 Chern-Weil 理论

下面, 我们从一个联络的曲率 2-形式中提取出一些不变量, 这些不变量不依赖于联络的选
取.

定义 9.3.1. n 阶矩阵的不变多项式 (invariant polynomial) 是指一个函数

P :Mn×n(C) → C,

它是 n2 个矩阵元的多项式, 并满足对任意矩阵 A 和可逆矩阵 T , 有

P (TAT−1) = P (A).

设 P 是 n 阶矩阵的不变多项式. 则 P 一定是矩阵的 n 个特征值的对称多项式, 由此推出
P 一定具有

P (A) = p(trA, trA2, . . . , trAn)

的形式, 其中 p 是多项式.
设 E → M 是光滑复向量丛, 带有联络 ∇。一个不变多项式给出了向量丛 End(E) 的每个

纤维到 C 的函数, 因为其取值不依赖于基的选取, 只依赖于线性算子的特征值。这个函数可以把
End(E)-取值的微分形式变成普通的微分形式。
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设 P 是不变多项式. 我们将它作用在曲率 2-形式 Ω 上, 得到一个形式

P (Ω) ∈ Ω2•(M,C).

我们将证明, 这个微分形式是闭形式, 且它给出的 de Rham 上同调类不依赖于联络的选取.

命题 9.3.2. P (Ω) 是闭形式。

证明. 将 P 写成 p(trAi) 的形式。因为闭形式的外积仍然是闭形式, 所以, 我们只需证明

dtrΩk = 0 (k = 0, 1, . . . ,m).

而由 Bianchi 恒等式, 由归纳法不难证明

dΩk = [Ωk, ω] (k = 0, 1, . . . ).

这里 ω 是联络方阵。因此,
dtrΩk = trdΩk = tr[Ωk, ω] = 0.

命题 9.3.3. 上同调类 [P (Ω)] ∈ H2•(M ;C) 不依赖于联络 ∇ 的选取。

证明. 设 ∇0,∇1 是 E 上的两个联络。考虑向量丛 E × R →M × R, 带有联络

∇ = t∇̃1 + (1− t)∇̃0,

其中 ∇̃i (i = 1, 2) 是 E × R 上的联络，使得截面沿 E 方向的导数由 ∇i 给出，沿 R 方向的导
数由普通的导数给出。换言之, ∇̃i 是将 ∇i 的联络 1-形式沿着投影映射拉回，所定义的 E × R
上的联络。

记 i0, i1 :M ↪→M ×R 为含入映射，其 R-分量分别为 0 和 1。记 Ω0,Ω1 分别为 ∇0,∇1 的

曲率形式。则

[P (Ω0)] = i∗0 [P (Ω)] = i∗1 [P (Ω)] = [P (Ω1)],

因为 i0, i1 是同伦的映射。

于是对每个不变多项式 P，上同调类 [P (Ω)] 给出了复向量丛的拓扑不变量。我们希望利用

这个结果来定义出向量丛的某些示性类。这实际上就是 Chern-Weil 理论的开始动机。

定义 9.3.4. 设 1 ≤ k ≤ n 为整数. 对 n 阶复矩阵 A, 我们记

σk(A) =
∑

1≤i1<...<ik≤n
λi1 · · ·λik

为 A 的 n 个特征值的第 k 个初等对称多项式, 它是一个不变多项式。

注记. 在一般的示性类理论中，Chern类的定义通常是由分类空间的上同调给出的，但是 Chern-
Weil 理论给出了一个等价的并且不依赖于分类空间的描述。在这里我们不会过多地考虑分类空
间，自然也不会讨论两种定义的等价性。因此只需直接承认这些结论即可，具体内容可以参考

[卜辰璟卜辰璟] 的相关内容。
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定义 9.3.5 (Chern 示性类). 复向量丛 E 关于联络 D，曲率 Ω 的第 k 个 Chern 类（Chern 形
式）定义为：

ck(E) =
1

(−2π
√
−1)k

[σk(Ω)].

其中 σk 如前定义，ck ∈ H2k
dR(M,C)。

定义全 Chern 类：c(E) =
∑∞

i=0 ci(E)。这里的无限求和当然是形式上的。

进一步地：有

c(E) = [det(I − Ω

2π
√
−1

)]

利用这一结果，可以说明 Chern 示性类满足如下性质：

命题 9.3.6.
1. 初始条件：c0(E) = 1

2. 自然性：对于流形间态射 f : M ′ → M，M 上向量丛 E 及其拉回丛 f∗E，那么

ci(f
∗E) = f∗ci(E)

3. Whitney 乘积：c(E1 ⊕ E2) = c(E1) ∧ c(E2)

4. 归一化条件：对于复向量丛 C2 → CP 1（映射是自然的投影），定义 c1(C2 → CP 1) 使

得
´
c1(C2 → CP 1) = −1

事实上满足这些要求的示性类选取有且仅有 Chern 类，这是 Chern 类的公理化定义。
特别地，对于全纯向量丛 E →M 有如下结果

命题 9.3.7. 对于全纯向量丛 E 以及其上携带的 Chern联络和对应的曲率，这样定义出的 Chern
类 ck 总是时的微分形式。

证明. 选取一组酉标架，那么：

det
(
I − 1

2π
√
−1

Ω
)
= det

(
I +

1

2π
√
−1

Ω
)
= det

(
I − 1

2π
√
−1

ΩT
)
= det

(
I − 1

2π
√
−1

Ω
)

从而的确是实形式。

我们给出第一 Chern 类的具体计算：

命题 9.3.8. c1(E) =

√
−1

2π
∂̄∂ log(deth)

证明.
c1(E) =

√
−1

2π
trΩ =

√
−1

2π
tr(∂̄(h−1∂h))

(Elementary)
==========

√
−1

2π
∂̄∂ deth

=

√
−1

2π
c1(∧rE) =

√
−1

2π
∂̄∂ log(deth)
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9.3.1 Chern 特征，Chern 示性数

定义 9.3.9 (Chern 特征).

ch(E) = tr
(

exp
(√

−1

2π
Ω

))
= tr

( ∞∑
k=0

1

k!

(√
−1

2π

)k
Ωk

)
=

∞∑
k=0

1

k!

(√
−1

2π

)k
tr(Ωk)

作为 K 理论的先声，我们还将指出 ch : K(X) → H•(X) 是一个环同态。这相当于说明以

下两个结果：

命题 9.3.10.
ch(E ⊕ F ) = ch(E) + ch(F )

ch(E ⊗ F ) = ch(E)ch(F )

证明. 前者是简单的，后者需要利用曲率矩阵在张量积下的行为命题 4.2.154.2.15进行一些计算即可。

定义 9.3.11 (Chern 示性数). 对于 n 维复流形，多重指标 K = (k1, · · · , kr), k1 + · · ·+ kr = n，

那么定义复向量丛关于指标 K 的 Chern 示性数为：

CK(E) =

ˆ
M
ck1(E) ∧ · · · ∧ ckr(E)

9.3.2 线丛的例子

对于紧 Riemann 面上的全纯线丛 L，其度量局部上由函数 h 决定，那么 Θ = ∂̄∂(logh)。
因此全纯线丛 L 的 Chern 示性数：

C1(L) =

√
−1

2π

ˆ
M
∂̄∂(logh)

考虑紧 Riemann 面上的除子：D = n1P1 + · · ·+ nkPk：注意到紧 Riemann 面上的主解析
集只能是点。

注意到示性类不依赖于联络的选取，因此可以任意地给出线丛 [D] 上的 Hermite 度量。回
忆 Weil 除子 →Cartier 除子 → 线丛的构造路径，选取一组开覆盖 Uα 和其上亚纯函数 fα（满

足 Pi ∈ Uα 则 Pi 为 fα 的 ni 阶零/极点），线丛的转移函数则由 gαβ =
fα
fβ
给出。

因此在 Uα上给出一组度量 hα，那么 hβ = |gαβ |2hα，并且前文定义指出 |fα|2 = |gαβ |2 ·|fβ |2。
我们当然无妨假定每个 Uα 足够小，并有 hα = |fα|−2，且 Uα ∩ Uβ 中不存在 Pi。于是：

C1([D]) =

√
−1

2π

ˆ
∂̄∂(log |fα|−2) =

∑
α

√
−1

2π

ˆ
Uα

−∂̄∂(log |fα|2)

=
∑
α

√
−1

2π

ˆ
Uα

−(∂ + ∂̄)∂(log |fα|2) =
∑
α

√
−1

2π

ˆ
∂Uα

−∂(log fα + log f̄α)

由于 log f̄α 是反全纯函数，因此在 ∂ 作用下消失，于是：

C1([D]) =
∑
α

1

2π
√
−1

ˆ
∂Uα

f ′α
fα

= degD

（其中最后一个等号是幅角原理）
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推论 9.3.12 (留数定理). 紧 Riemann 面上的亚纯函数 f 一定满足

deg(f) = 0

证明. 亚纯函数诱导的线丛是平凡丛，后者的 Chern 类是平凡的。

一个计算的特例：

对于 CP 1 上的线丛 O(k)，回忆我们定义过的标准度量
1

(1 + |s|2)k
，此时计算知：

c1(O(k),CP 1) =

√
−1

2π
∂̄∂ logh

= k · ∂∂̄ log(1 + |s|2) = k ·
√
−1

2π

1

(1 + |s|2)2

现在考虑 Chern 示性数：

< c1(O(k)), [CP 1] >=

ˆ
k
√
−1ds ∧ ds̄

(1 + |s|2)2
= k

这确实符合前一结果：因为 O(K) 确实是由次数为 K 的除子诱导的。

9.3.3 第一 Chern 类的等价定义

下面给出紧复流形上光滑线丛的 Chern 类 c1 的另一个定义。

首先从全纯线丛 L 出发：由层正合列

0 → Z → O
exp→ O∗ → 0

有边缘映射 δ：

H1(M,O∗)
δ→ H2(M,Z) → H2

dR(M,C)

对于线丛 L ∈ Pic(M) = H1(M,O∗)，其 Chern 类 c1(L) 定义为它在上述映射复合下的像。特

别地，进一步定义除子 D 的 Chern 类为 c1([D])。

因此前文已经说明的性质在这里也可以立刻得到：

c1(L⊗ L′) = c1(L) + c1(L
′)

c1(L
∗) = −c1(L)

上同调群的自然性能够说明这里示性类的自然性：

c1(f
∗L) = f∗c1(L)

进一步地，对于一个光滑线丛，再一次地有 0 → Z → C → C ∗ → 0。同样光滑线丛与

H1(M,C ∗) 存在对应（再一次注意转移函数和 Cech 上同调之间的一一对应），因此可以同样定
义出光滑线丛的 Chern 类 c1，并且很明显两个定义是相容的。

然而考虑正合列H1(M,C ) → H1(M,C ∗)
δ′→ H2(M,Z) → H2

dR(M,C)，注意到H1(M,C ) =

0，因为 A 是 fine 层。于是：这说明了 Chern 示性类 c1 能够完全分类出所有的光滑线丛（C∞

同构意义下）。
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对于 k 维解析子簇 V，自然定义 fundamental class(V ) ∈ H2k(M,R)，由线性泛函给出：

ϕ 7→
ˆ
V
ϕ

记其 Poincare 对偶为 ηV。对于除子 D，同样定义 ηD =
∑
ai · ηVi。

定理 9.3.13. 在 m 维紧复流形 M 中：

1. 对于线丛 L，前文两种定义 c1 的方式等价。

2. c1([D]) = ηD，即 c1([D]) 是 [D] ∈ H2m−2(M,R) 的 Poincare 对偶。

证明. 对于第一个结果，首先回忆 de Rham定理的证明（dimension shifting），将消解 0 → C →
A 0 → A 1 → A 2 → · · · 分解为如下两个短正合列：

0 → C → A 0 → K1 → 0

0 → K1 → A 1 → K2 → 0

那么由上同调群的长正合列，有：

0 → H1(M,K1) → H2(M,C) → 0

H0(M,A 1) → H0(M,K2) → H1(M,K1) → 0

于是两个边缘映射：

δ2 : H
1(M,K1)

∼−→ H2(M,C)

δ1 : K2(M)/A 1(M)(= H2
dR(M,C)) ∼−→ H1(M,K1)

的复合诱导了 de Rham 上同调和层上同调（Cech 上同调）之间的同构。
首先来看 δ1：对于 c1(E) =

√
−1

2π
Θ ∈ K2，局部上有 Θ =

√
−1

2π
· ∂̄∂ loghα = d(∂ loghα)。

因此由边缘映射的定义，其在 H1(M,K1) 中的像如下：

[{Uα ∩ Uβ ,
√
−1

2π
(∂ loghβ − ∂ loghα)}]

对于线丛的 Cech 上同调对应：[{Uα ∩ Uβ , ψαβ}]，其在 H2(M,Z) 的像为[
{Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ,

1

2π
√
−1

[logψαβ + logψβγ + logψγα]}
]

进一步地，前文内容在 δ1 下的像正是此，因为：
√
−1

2π
(∂ loghβ − ∂ loghα) =

√
−1

2π
∂ log |ψαβ |2 =

√
−1

2π
logψαβ =

√
−1

2π
d logψαβ

，因此其像正是 [
{Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ,

1

2π
√
−1

[logψαβ + logψβγ + logψγα]}
]

对于第二个结果，这相当于说明：ˆ
M
c1 ∧ ϕ =

∑
ai

ˆ
Vi

ϕ

（考虑用微分形式的积分方式写出的 Poincare 对偶即可）这需要一些繁杂的计算，参见 [Har94Har94,
Page 142]。
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9.4 例子

接下来考虑一下具体的例子：

例子.
1. 对于复射影空间 CPn 考虑长正合列：

H1(CPn,O) → H1(CPn,O∗) → H2(CPn,Z) → H2(CPn,O)

由推论 7.2.77.2.7，知第一项和最后一项为 0，因此 CPn 上的全纯线丛分类如下：

Pic(M) ∼= H2(CPn,Z) ∼= Z

现在对于 CPn 上的任何一个全纯线丛，可以记它为 O(n) 的形式。这个记号的意义在上一

个同构的背景下是自明的。

首先来看生成元 O(−1)：其定义为

E = {(x, v) ∈ CPn × Cn+1|v ∈ x}, π(x, v) = x

它当然是线丛（每点的纤维就是对应的子空间 C），考虑 E 的局部平凡化：Ui = {z ∈ CPn|zi 6=
0} ⊆ CPn，其上的平凡化由如下给出：

{[z0/zi, · · · , zi−1/zi, 1, zi+1/zi, · · · , zn/zi], (z0, · · · , zn)} 7→ {[z0/zi, · · · , zi−1/zi, 1, zi+1/zi, · · · , zn/zi], zi}

因而在坐标卡 Ui ∩Uj 上，转移函数是 gij = zi/zj，它的确是全纯的（并且非平凡）于是的

确是全纯丛，这个全纯线丛称为 CPn 上的自言线丛（tautological line bundle）。
当然我们还没有说明为什么将自言线丛记为 O(−1) 是合理的。考虑亚纯截面

e(Z) = (1, z1/z0, · · · , zn/z0)

由除子-亚纯截面对应知它对应了一个除子 D = −H，其中 H 是超平面 e0 = 0。然而亚纯截面

的除子一定是余 1 维的，因此这说明了 O(−1) 的定义确实合理，并且一切 CPn 上的除子都线
性等价于某个超平面除子的张量积和对偶。

对于 CPn 的子流形 M，将超平面除子 H 对应的线丛 [H] 的拉回定义为 M 的超平面线

丛。它和 CPn−1 ∩M 对应的线丛是同一个（注意这里 CPn−1 的选取应在 generic 情况）
2. 回忆法丛和余法丛（定义 4.1.84.1.8）：考虑光滑主解析集 V（光滑性保证了它是子流形），假

定其在局部上的定义函数为 fα ∈ O(Uα)。那么线丛 [V ] 由如下转移函数 gαβ = fα/fβ 确定。

然而在 V ∩Uα 上 fα ≡ 0，并且 V 是光滑的，于是 dfα 是余法丛 N∗
V 的一个在 Uα 中非零

的截面。因而是余法丛的局部平凡化，计算平凡化的转移函数：

d(fα) = d(gαβfβ) = dgαβ · fβ + gαβ · dfβ = gαβ · dfβ

于是余法丛的转移函数实际上是 g−1
αβ，因此有：

定理 9.4.1 (Adjunction Formula 1.).

N∗
V = [−V ]

∣∣∣∣
V
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3. 典范线丛：对于任何 n 维复流形 M，有一个典范线丛：

KM = ∧nT ∗′M

于是全纯截面 O(KM ) 正是全纯 n 形式 Ωn。

现在考虑 CPn 上的典范线丛 KCPn，其转移函数为切丛转移函数的行列式。计算知其 Ja-
cobian 具有形式 

1
ζi

· · · 0 − ζ1

(ζi)2
0 · · · 0

... . . . ...
...

... . . . ...
0 · · · 1

ζi
− ζi−1

(ζi)2
0 · · · 0

0 · · · 0 − 1
(ζi)2

0 · · · 0

0 · · · 0 − ζi+1

(ζi)2
1
ζi

· · · 0
... . . . ...

...
... . . . ...

0 · · · 0 − ζn

(ζi)2
0 · · · 1

ζi


计算可得 gij([z]) = (−1)i+j

(
zi

zj

)−n−1
，于是考虑前文得到的结论，自然有：

KCPn = O(−n− 1)

现在对于复流形 M 的一个光滑主解析集 V，有正合列 0 → N∗
V → T ∗

M
′|V → T ∗

V
′ → 0 通过

观察基可以发现：

(∧nT ∗
M

′)|V ∼= ∧n−1T ∗
V
′ ⊗N∗

V

因此 KM |V = KV ⊗N∗
V，即：KV = KM |V ⊗NV

于是由 Adjunction formula 1，有：

定理 9.4.2 (Adjunction formula 2.).

KV = (KM ⊗ [V ])

∣∣∣∣
V

4. Poincare residue：下面给出一个具体描述映射 ΩnM (V ) → Ωn−1
V 的方法，称为 Poincare

residue map。
考虑 ΩnM (V ) 的亚纯截面，使得它在 V 有一阶极点，其它点处处全纯。亦即：

ω =
g(z)dz1 ∧ · · · ∧ dzn

f(z)

其中 f(z) 是 V 局部的定义函数。

我们希望将 ω 写成 df/f∧ρ的形式，并将其像定义为 ρ。构造如下：存在 i使得 ∂f/∂zi 6= 0，

那么：

ρ = (−1)i−1 · g(z)dz1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn
∂f/∂zi

满足要求，将其限制到 V 上即可。

我们现在说明这样的选择是唯一的，如果另一个 V 上的形式 ρ′ 满足 ω = df/f ∧ ρ′，于是
df/f ∧ (ρ′ − ρ) = 0，限制进 V 上结果由 df = 0 直接推出。这个定义也可以从局部推至整体：

如果 f = ug，d(ug)/(ug) ∧ ρ = dg/g ∧ ρ+ du/u ∧ ρ = (dg/g) ∧ ρ′。限制进 V 就得到了结论。
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现在有短正合列：0 → ΩnM → ΩnM (V )
P.R.→ Ωn−1

V → 0，就有长正合列：

H0(M,ΩnM (V ))
P.R.→ H0(V,Ωn−1

V )
δ→ H1(M,ΩnM )

因此一旦 Hn,1(M) = H1(M,ΩnM ) = 0（如 CPn）就有 Poincare residue 是满射。
于是 CPn 中的主解析集 V 上的最高次全纯形式一定是 CPn 某个亚纯形式在 P.R. 下的

像。这提供了描述 V 上最高次形式的方法。
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第十章 消没定理

10.1 Kodaira 消没定理

定义 10.1.1 (正线丛/ample). 对于紧 Kahler 流形 M，称其上全纯线丛 L → M 是正 (posi-

tive/ample) 线丛，如果其上存在一个度量，使得对应的第一 Chern 类
√
−1

2π
Θ 是正定的 (1, 1)

形式。（关于 Chern 类的讨论指出了它是实形式，(1, 1) 源于曲率部分的讨论。（注意给定度量

后这里联络的选择都是按 Chern 联络进行的）
称一个线丛 L 是负线丛，如果 L∗ 是正线丛。

我们现在要说明正线丛是拓扑性质：

命题 10.1.2. 对于实闭 (1, 1) 形式 ω，满足：

[ω] = c1(L) ∈ H2
dR(M,C)

那么存在一个 L 上的度量使得其 Chern 联络的曲率 Θ =

√
−1

2π
ω，于是 L 是正线丛当且仅当其

Chern 类是 H2
dR(M,C) 的正定形式。

证明. 前文已证联络对 Chern 类无影响，因此只需说明对于任何实闭形式 (
√
−1/2π)ϕ，以下方

程存在解：

Θ = ∂∂̄ρ+ ϕ

这里 Θ 是度量 |s|2 对应的曲率，如果存在实光滑解 ρ，那么 eρ|s|2 就是一个使得 ϕ 成为对应曲

率形式的度量。

因此只需说明如下结果：对于紧 Kahler 流形上的 (p, q)− 形式 η，如果它是 d−, ∂̄−, ∂− 恰
当的（三选一），那么：

η = ∂∂̄γ

对某个 (p− 1, q − 1) 形式 γ 成立。更进一步地，如果 p = q，且 η 是实的，那么
√
−1γ 也可以

选取成为实的形式。

取 Green 算子 Gd（对 ∂, ∂̄ 同理）。由 1/2□d = □∂̄ = □∂，知 Green 算子满足：

2Gd = G∂̄ = G∂

并且 G 和 d, ∂, ∂̄, d∗, ∂∗, ∂̄∗ 均交换。

由于 η 是 d− /∂̄ − /∂− 恰当的，那么其在到调和形式的投影下的像均为 0。于是：

η = ∂̄∂̄∗G∂̄η
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但是 ∂̄∗G∂̄η 是 (p, q − 1) 型的，于是：

∂(∂̄∗G∂̄η) = ∂̄∗G∂̄(∂η) = 0

由于 ∂̄−, ∂− 调和的形式相同，并且和 ∂̄∗ 的值域正交，那么：

∂̄∗G∂̄η = ∂∂∗G∂(∂̄
∗G∂̄η)

从而：

η = ±∂̄∂(∂∗∂̄∗G∂̄G∂̄η)

z 于是这就是欲证结果。

正如在 Hodge 定理部分中已经提及的那样，关于微分形式的许多结论可以推广到丛取值微
分形式上。简单罗列如下：

1. Ap,q(E)上的 ∂̄ 算子：Chern联络的 (0, 1)部分，满足 ∂̄2 = 0（因为曲率取值是 (1, 1)-型
的）。

2. Dolbeault 上同调群 Hp,q

∂̄
(E)。

3. Dolbeault 定理：Hq(M,Ωp(E)) ∼= Hp,q

∂̄
(E)。基于同样的原因局部零调（Poincare 引理）

仍然成立，于是有和一般的 Dolbeault 定理中一样的消解）
4. 全纯向量丛上 Hodge 理论：在 A (E) 上 ∂̄ 良好定义，其上存在的 Hermitian 内积使得

Hodge 理论可以完全搬至这里的情况。

定理 10.1.3 (E− 取值 Hodge 定理). 定理 6.2.16.2.1，但是将全纯线丛修改为全纯向量丛。

定理 10.1.4 (Kodaira-Serre 对偶).

Hq(M,Ωp(E)) ∼= Hn−q(M,Ωn−p(E∗))

5. Kahler 恒等式：对于 Kahler 流形 M 以及其上 Kahler 形式 ω，定义算子

L : Ap,q(E) = Ap+1,q+1(E)

L(η ⊗ s) = (ω ∧ η)⊗ s η ∈ Ap,q(M), s ∈ A0(E)

定义 Λ = L∗ 为其对偶。

对于 Chern 联络的型分解 D = D′ +D′′(D′′ = ∂̄)，有：

定理 10.1.5 (Hodge 恒等式 1).
[Λ, ∂̄] = −

√
−1D′∗

取共轭即有：

[Λ, D′] =
√
−1∂̄∗

取伴随即有对应的另外两个恒等式。

这是定理 7.2.17.2.1的推广，证明也是类似的。

命题 10.1.6. 命题 7.3.17.3.1，但是推广到全纯向量丛。
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6. 若干 Laplacian：对于一个固定的联络（现在是 Chern 联络）D，仿照外微分式上的情
况也可以给出三个 Laplacian。首先给出 D 的型分解 D′ + ∂̄。那么对于 ∂̄, D,D′ 各自可以定义

出 Laplacian：
1. ∂̄−Laplacian□∂̄

2. 全 Laplacian□
3. “全纯”Laplacian□′

定理 10.1.7 (Kodaira-Akizuki-Nakano 恒等式).

□∂̄ = □′ +
√
−1[D2,Λ]

D2 代表曲率，Λ 是 L 算子的伴随。

证明.
□∂̄ = ∂̄∗∂̄ + ∂̄∂̄∗

而由 Hodge 恒等式知：
□∂̄ = −

√
−1(∂̄[Λ, D′] + [Λ, D′]∂̄)

= −
√
−1(∂̄ΛD′ − ∂̄D′Λ + ΛD′∂̄ −D′Λ∂̄)

反复使用交换子和 Hodge 恒等式即可知其为 □′

定理 10.1.8 (Kodaira-Akizuki-Nakano 消没定理, 通常版本). 对于紧复流形 M，若其上有正线

丛 E，那么：

Hq(M,Ωp(E)) = 0 ∀p+ q > n

证明. 在 E 上选取 Hermitian 度量，当然它有对应的 Chern 联络，由正线丛的定义，其 Chern
联络对应的曲率矩阵 Θ 满足：

√
−1

2π
是正定形式。因此这实际上是一个 Kahler 形式，于是流形

M 实际上是紧 Kahler 的。
现在我们可以使用紧 Kahler 流形上的 Hodge 理论。这只需说明对于 p + q < n，不存在

□∂̄− 调和的 E− 取值 (p, q) 形式。

对于一个 □∂̄− 调和的 E− 取值 (p, q) 形式 η，由于曲率形式满足：

Θ = D2 = ∂̄D′ +D′∂̄

（不存在 D′2 项的原因是因为 Chern 联络对应的曲率仅有 (1, 1) 形式组成）

然而 □∂̄− 调和形式寿命 ∂̄η = 0，于是

Θη = ∂̄D′η

√
−1(ΛΘη, η) =

√
−1(Λ∂̄D′η, η)

=
√
−1((∂̄Λ−

√
−1D′∗)D′η, η) (Hodge identity)

= (D′∗D′η, η) = (D′η,D′η) ≥ 0
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倒数第二个等号是因为：

(∂̄ΛD′η, η) = (ΛD′η, ∂̄∗η) = 0

同理，有：
√
−1(ΘΛη, η) =

√
−1[(D′∂̄Λη, η) + (∂̄D′Λη, η)]

=
√
−1[(D′∂̄Λη, η) + (D′Λη, ∂̄∗η)]

=
√
−1(D′∂̄η, η)

=
√
−1(D′(Λ∂̄ +

√
−1D′∗)η, η)

= −(D′D′∗η, η) = −(D′∗η,D′∗η) ≤ 0

于是
√
−1([Λ,Θ]η, η) ≥ 0

现在回忆刚刚选取 Kahler 形式的方式，因此有 Θ =
2π√
−1

L，于是

√
−1([Λ,Θ]η, η) = 2π([Λ, L]η, η)

= 2π(n− p− q)||η||2 ≥ 0

因此 p+ q > n =⇒ η = 0。

我们现在指出对偶版本的消没定理，它与通常的版本之间相差一个 Serre 对偶：

定理 10.1.9 (Kodaira-Akizuki-Nakano 消没定理, 对偶版本). 对于紧复流形 M，若其上有负线

丛 E，那么：

Hq(M,Ωp(E)) = 0 ∀p+ q < n

推论 10.1.10. 条件同通常 Kodaira 消没定理，

Hq(M,O(KM ⊗ E)) = 0, q > 0

只需注意到 KM ⊗ E 和 ∧dimM (E) 相同即可。

定理 10.1.11 (Kodaira-Akizuki-Nakano 消没定理, 渐近形式). 对于 n 维紧复流形 M 上的正

线丛 L，由前文讨论知 M 自动成为 Kahler 流形。对于任何全纯向量丛 E → M，都有对于充

分大的 r：

Hp(M,O(E ⊗ Lr)) = 0

对每个 p 成立。
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证明. 由于对 p > n 时总有上同调群天然为 0，因此使上同调群不消失的 p 只有有限个，于是

这个问题中我们无妨固定 p。

由 Kodaira-Serre 对偶：等价地只需说明对于任何负线丛 L，对每个固定的 p < n 有

Hp(M,O(E ⊗ L−r)) = 0

对充分大 r 成立，更进一步地这等价于 Dolbeault 上同调群的消没：

H(0,p)(M,O(E ⊗ L−r)) = 0

选取 L 上的 Hermitian 度量使得 ΘL =
√
−1ω，ω 是 Kahler 形式，于是进一步诱导了流形

M 上的 Kahler 度量，E 上随意指定一个 Hermitian 度量。
记 L,E 上的 Chern 联络分别为 ∇L,∇E，考虑诱导在 E ⊗Lr 上的度量，其 Chern 联络对

应的曲率形式为 ΘE + 1E ⊗ rΘL。

现在考虑 Kodaira-Akizuki-Nakano 恒等式：

□∂̄ = □′ +
√
−1[∇2,Λ]

首先由于 (□′α, α) = (D′D′∗α, α) + (D′∗D′α, α) = ||D′α||2 + ||D′∗α||2 ≥ 0。

现在对于恒等式的第二项，其在 (0, p)− 形式上的作用

√
−1[∇2,Λ] =

√
−1[ΘE ,Λ] + r

√
−1[1⊗ΘL,Λ]

=
√
−1[ΘE ,Λ] + r

√
−1[

√
−1L,Λ] =

√
−1[ΘE ,Λ] + r(n− p)

然而只需考虑 p < n 的情况，于是第二项 r(n− p) 可以充分大。

对于第一项
√
−1[ΘE ,Λ]，我们考虑

(
√
−1[ΘE ,Λ]α, α)

可以验证随着指标的变化，这个算子的范数是一致有界的，因此对于充分大的 r，□′ 是严格正

算子（(□′η, η) > 0, unless η = 0）于是这就说明了结论。

10.2 超平面截面的 Lefschetz 定理

定理 10.2.1 (超平面截面的 Lefschetz 定理). 对于射影空间 CPn 中的光滑主解析集 M，取一

个超平面 H，以及 V = H ∩M 满足它也是光滑的。（由 Bertini 定理，这种情况是 generic
cases）考虑 N ↪→M 诱导的上同调群之间的态射，那么：

对于 i ≤ n− 2，H i(M,C) → H i(V,C) 是同构；
对于 i = n− 1，H i(M,C) → H i(V,C) 是单射。
更一般地可以假定 M 是 n 维紧复 Kahler 流形（当然 Kahler 性质可以由正线丛的存在性

自动得到），V ⊆ M 是光滑主解析集并且 L = [V ] 是正线丛。很容易验证第一个版本的此定理

是满足这个要求的。
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证明. 由于紧 Kahler 流形的子流形都是紧 Kahler 的，因此可以运用 Hodge 分解：

Hm(M,C) = ⊕p+q=mH
q(M,Ωp)

Hm(N,C) = ⊕p+q=mH
q(N,Ωp)

我们只需证明：对于 p+q < n−1，Hq(M,Ωp) → Hq(N,Ωp)是同构；以及对于 p+q = n−1，

这个映射是单射。

首先考虑限制映射 ΩpM
r−→ ΩpM

∣∣∣∣
V

i−→ ΩpV，其中第一个映射是层的限制映射，第二个则是

拉回。这里 ΩMp

∣∣∣∣
V

是作为 V 上的层然后延拓到 M 上的，于是自然是满的。

注意 ker r 就是所有在 V 上消失的全纯 p 形式，于是有 M 上的层正合列：

0 → ΩpM (−V ) → ΩpM
r→ ΩpM

∣∣∣∣
V

→ 0

（回忆第 3.1.3 节第 3.1.3 节的例子，以及消失 p 形式和线丛 [−V ] 的对应：ΩpM (−V ) = (∧pT ∗)⊗ [−V ]）

对 i 也有类似的操作：首先对一点 p 有

0 → N∗
V,p → T ∗

M,p
′ → T ∗

V,p
′ → 0

那么同前文，有

0 → N∗
V,p ⊗ ∧p−1T ∗

V,p
′ → ∧T ∗

M,p
′ → ∧T ∗

V,p
′ → 0

于是在 V 上的层有正合列

0 → Ωp−1
V (N∗

V ) → ΩpM

∣∣∣∣
V

i→ ΩpV → 0

但是 N∗
V = [−V ]|V，因此

0 → Ωp−1
V (−V ) → ΩpM

∣∣∣∣
V

i→ ΩpV → 0

由于 [−V ] 是负线丛，于是由 Kodaira 消没定理：

Hq(M,ΩpM (−V )) = Hq(V,Ωp−1
V (−V )) = 0, p+ q < n

那么考虑上述 r, i 所处正合列诱导的上同调长正合列，以及 H∗(M,ΩpM |V ) = H∗(V,ΩpM |V )，即
有：

Hq(M,ΩpM )
r∗∼= Hq(M,ΩpM |V ) = Hq(V,ΩpM |V )

i∗∼= Hq(V,ΩpV ) p+ q ≤ n− 2

以及在 p+ q = n− 1 时 r∗, i∗ 都是单的。

注记. 正如证明过程加强的：对于紧复流形 M，和满足要求的正线丛 [V ]（于是自然 Kahler），
上述结论对于 Dolbeault 上同调群 Hp,q 也成立。

推论 10.2.2. 对于 dim ≥ 4的光滑复射影簇 X，H 是一个超平面。那么：Pic(X) → Pic(X∩H)

是同构。
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10.3 射影簇的 Hodge 钻石

这一节我们应用 Lefschetz 超平面定理和 Hirzebruch-Riemann-Roch 来计算一般的射影簇
的 Hodge 钻石。首先我们临时定义几个记号：
对于全纯向量丛 E，定义：

χp(X,E) :=
∑
q≥0

(−1)qhp,q(X,E)

以及它的生成函数：

χy(X,E) :=
∑
p≥0

χp(X,E) · yp

现在我们的计算依赖于如下重要的结果：

定理 10.3.1 (Hirzebruch-Riemann-Roch).

χ0(X,E) =< todd(X)ch(E), [X] >

推论 10.3.2.

χp(X,E) = χ0(X,∧pT ′∗X ⊗ E) =< todd(X)ch(∧pT ′∗X)ch(E), [X] >

为了和前文定义的欧拉示性数的生成函数相符，我们定义对应的 Chern 特征的生成函数

chy(E) =
∑
p≥0

ch(∧pV ) · yp

于是 HRR 的生成函数版本可以重写为：

χy(X,E) =< todd(X)chy(T
′∗X)ch(E), [X] >

现在考虑 m 次多项式在射影空间 PN 中决定的子簇 Z，它等价于线丛 mH 的某个截面的

零点集。由 Lefschetz 超平面定理：对于 k < N − 1：

bk(Z) = bk(PN ) =
1 + (−1)k

2

从而由 Hodge 分解就可以立刻看出

hp,q(Z) = δpq, ∀p+ q < N − 1

于是由 Kodaira-Serre 对偶我们也能计算出 Hodge 钻石的上部分：它仍然是 δpq。

现在只需计算半维数 N − 1 上的情况。前文内容说明了：

χp(Z) = (−1)n−1−php,n−1−p(Z) + (−1)p, 2p 6= n− 1

χp(Z) = (−1)php,p(Z), 2p = n− 1

因此现在我们只需计算 χy(Z)。
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由 Adjunction Formula，有正合列 0 → TZ → TPN |Z → [mH]|Z → 0，于是由 todd 类的
乘性：

todd(Z) · todd((mH)|Z) = todd(PN )|Z

因此

todd(Z) = (
h

1− e−h
)N+1 · 1− e−mh

mh

其中 h = c1(O(1))，切丛的 Todd Class 可以从 Euler 列看出等同于 O(1)⊕N+1。

注意 ch(E⊕F ) = ch(E)+ ch(F )，于是由定义可以看出 chy(E⊕F ) = chy(E) · chy(F )。现
在就有：

chy(T
′∗Z) = chy(T

′∗PN )chy(−mH)−1 =
(1 + ye−h)N+1

(1 + y)(1 + ye−mh)
|Z

（再一次地，Euler 列说明 chy(T
′∗PN ) =

(1 + ye−h)N+1

1 + y
，等等）

现在由（生成函数版本的）Hirzebruch-Riemann-Roch：

χy(Z) =< todd(Z)chy(T
′∗Z), [Z] >

=< hN+1(
1 + ye−h

1− e−h
)N+1 · 1− e−mh

mh
· 1

(1 + y)(1 + ye−mh)
, [Z] >

注意 < hN−1, [Z] >= m，因此 χy(Z) 实际上是如下函数的 Laurent 级数展开的 z−1 项的系数：

z 7→ (
1 + ye−z

1− e−z
)N+1 · 1− e−mz

(1 + z)(1 + ze−mz)

因此由留数定理：

χy(Z) =
1

2π
√
−1

ˆ
|z|=ε

(
1 + ye−z

1− e−z
)N+1 · 1− e−mz

(1 + y)(1 + ye−mz)
dz

ζ=1−e−z

=======
1

2π
√
−1

ˆ
Cε

(
1 + y(1− ζ)

ζ
)N+1 · 1− (1− ζ)m

(1 + y)(1− ζ)(1 + y(1− ζ)m)
dζ

因此它就是

fN (y, ζ) =
(1 + y(1− ζ))N+1

(1− ζ)(1 + y)
· 1− (1− ζ)m

1 + y(1− ζ)m

的展开中 ζN 的系数。我们先按 y 展开，这样可以分离出诸 χp 的信息：假设 fN (y, ζ) =∑
p≤0 fN,p(ζ) · yp。先取 u = 1− ζ：此时

1− (1− ζ)m

(1 + y)(1 + y(1− ζ)m)
=

1− um

(1 + y)(1 + umy)

= (1− um)(
∑

(−1)iyi)(
∑

(−1)jumjyj)

= (1− um)
∑
k≥9

(−1)k(
k∑
j=0

umj)yk

=
∑
k≥0

(−1)k(1− um(k+1))yk
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以及

(1 + uy)N+1 =
∑(

N + 1

j

)
ujyj

于是结合两者就有：

∑
fN,p(ζ)y

p =
1

u
(
∑
k≥0

(−1)k(1− um(k+1))yk)(

N+1∑
j=0

(
N + 1

j

)
ujyj)

从而

fN,p(ζ) =
1

u

p∑
k=0

(−1)k
(
N + 1

p− k

)
(1− um(k+1))up−k

那么 χp 就是 fN,p(ζ) 中 ζN 的系数。

例子. 现在考虑 N = 3 的情况，Ti(f) 表示 f 展开中 ζi 的系数：

χ0(Z) = T3(f3,0) = T3(
1− um

u
) = T3(

1

1− ζ
− (1− ζ)m−1) = 1 +

(
m− 1

3

)
= 1 +

(m− 1)(m− 2)(m− 3)

6

χ1(Z) = T3(f3,1) = T3(4(1− um)− 1− u2m

u
)

= T3(4(1− (1− ζ))m) + T3((1− ζ)2m−1)− T3(
1

1− ζ
)

= 4

(
m

3

)
−
(
2m− 1

3

)
− 1

= −−2m3 + 6m2 − 7m

3

现在 h0,2(Z) + 1 = χ0(Z)，因此 h0,2 =
(m− 1)(m− 2)(m− 3)

6
。

现在 −h1,1(Z) = χ1(Z)，因此 h1,1 =
2m3 − 6m2 + 7m

3
。

10.4 (1, 1)-类的 Lefschetz 定理

定理 10.4.1 (射影簇上的线丛都由除子给出). 对于子流形 M ⊆ CPN，其上每个线丛都是某个
除子的对应。即：∀L, ∃Ds.t.L = [D]。

证明. 这只需说明每个全纯线丛 L 都有非恒零的亚纯截面。首先记 H 为超平面线丛在 M 上的

拉回，考虑线丛 L+µH（L⊗Hµ）：我们将要用消没定理说明对于充分大的 µ 这个线丛有一个

全纯截面 s。那么对于任何一个 H 的全纯界面 t，s/tµ 就是 M 上的一个全局亚纯截面。

下面对 n = dimM 归纳：假设对于每个维数低于 n 的子流形 V 和其上的线丛 L→ V，都

有 H0(V,O(L+ µH)) 6= 0, µ >> 0。

由 Bertini 定理，可以选出一个超平面 CPN−1，使得其与 M 的交是光滑的。那么考虑层

正合列：

0 → OM (L+ (µ− 1)H) → OM (L+ µH) → OV (L+ µH) → 0
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由归纳假设，对充分大 µ >> 0 有 H0(V,O(L+ µH)) 6= 0，以及渐近的 Kodaira 消没定理
使得：

H1(M,O(L+ (µ− 1)H)) = 0

，那么考虑层上同调长正合列，知：

H0(M,O(L+ µH)) → H0(V,O(L+ µH)) → 0

这就说明第一项一定非零，因此结果得证。

下面考虑紧 Kahler 流形 M，有 Hodge 分解 Hn(M,C) = ⊕p+q=nH
p,q(M)。限制到 R 系

数上即有：

Hn(M,R) = ⊕p+q=n,p≤q(H
p,q(M)⊕Hq,p(M)) ∩Hn(M,R))

我们希望对这个分解给出一个几何上的解释。

定义 10.4.2 (解析的同调类/上同调类). 称同调类 H2p(M,Z) 是解析的，如果它是若干解析簇
的基本类的 Q− 线性组合。对偶地，称上同调类是解析的如果它的 Poincare 对偶是解析的。

对于任何微分形式 ψ 和 p 维解析子簇：
ˆ
V
ψ =

ˆ
ψn−p,n−p

于是对于一个上同调类 ηV，设其调和代表元为 η，那么对于任何调和形式 ψ，有：
ˆ
M
ψ ∧ η =

ˆ
V
ψ =

ˆ
V
ψn−p,n−p =

ˆ
M
ψ ∧ ηp,p

于是 η = ηp,p。从而任何解析的 2p 阶上同调类都是 (p, p) 型的。

命题 10.4.3 (Hodge猜想). 对于 CPN 的子流形 M，每个 (p, p)型的有理上同调类（Hp,p(M)∩
H2p(M,Q)）都是解析的上同调类。

注记. 这里需要对一些记号进行说明：首先 Hp,q(M) 是指包含 (p, q) 代表元的 de Rham 上同调
类。这里交的意思则是将 Q− 系数的奇异上同调嵌入 R 系数者当中，再利用 de Rham 定理变
为 de Rham 上同调。

对于一般的 Hodge 猜想仍然没有得到解决，但是 p = 1 的情况是已知的：

定理 10.4.4. 对于 CPN 的子流形 M，每个上同调类 γ ∈ H1,1(M) ∩ H2(M,Z) 都是解析的。
事实上它一定满足 ∃D，使得 γ = ηD。

和前文注记同样的原因，这里将 H2(M,Z) 视作其在 H2(M,R) 中的嵌入像。

证明. 考虑层正合列 0 → Z → O → O∗ → 0。以及对应的层上同调长正合列：

H1(M,O∗)
c1−→ H2(M,Z) i∗−→ H2(M,O)

Compact Kahler∼= H0,2(M)
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下面指出边缘映射 i∗ 实际上是由如下图表给出的：

H2(M,Z) i∗ //

��

H2(M,O)

Dolbeault ∼=

��

H2(M,C)

de Rham ∼=
��

H2
dR(M,C) π0,2

// H0,2

∂̄
(M)

这只需要利用 Cech 上同调的表述进行一些计算即可说明，参见 [Har94Har94, Page 164]。
下面，对于给定的 γ ∈ H1,1(M) ∩H∗(M,Z)，有 i∗(γ) = 0：因为上表给出了 i∗ 的分解中

有一步 π0,2，而 γ 在此映射下的像当然为 0. 因此由正合性知：γ = c1(L) 对某个 L 成立。于是

结合 Chern 示性类的结论定理 9.3.139.3.13即得结论。

注记. 利用 Lefschetz 定理，知这也说明了 2n− 2 次的 Hodge 猜想。特别地，这说明了在射影
空间的子流形中，除子和曲线的相交配对是非退化的。
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第十一章 Kodaira 嵌入定理

11.1 复流形的嵌入

定理 11.1.1 (超平面丛的全纯截面). 存在 C-线性空间的同构：

Symd(Cn+1∗) −→ H0(Pn,O(Hd))

特别地，上式左侧就是 d 次 n+ 1 元齐次多项式。

证明. 由命题 9.2.69.2.6，H0(Pn,O(Hd)) ∼= L (Hd)，即全体在 H 上极点不超过 d 阶的亚纯函数。

现在我们取 H = {[z0 : · · · : zn]|z0 = 0}，我们来说明 Pn 上的亚纯函数都是有理函数。任
取 L (Hd) 中的函数 f，以及任意一个 L (Hd) 中的有理函数 g，f/g 是 Pn 上的亚纯函数。

现在将 f/g 拉回到 Cn+1 − {0} 上，记为 h = π∗(f/g)，那么 zd0 · h 在 Cn+1 − {0} 上全纯。
由 Hartogs 定理，它可以延拓成为 Cn+1 上的全纯函数。然而 zd0 · h 满足是 d 次齐次的。因此

由幂级数展开知它一定是 d 次齐次多项式。

因此这就说明了 L (Hd) 中的函数都是有理函数，从而具有形式
P (z0, · · · , zn)

zd0
，其中 P 是

d 次齐次多项式。

这就说明了 H0(Pn,O(Hd)) 等同于全体 d 次齐次多项式，进一步这就是 Symd(Cn+1∗)

定理 11.1.2 (Chow 定理). 任何射影空间中的解析子簇（解析集）都是代数簇。

证明. 首先来看主解析集的情况，无妨假定 V ⊆ Pn 是一个不可约主解析集，那么 [V ] 形如超平

面丛 Hd，因此 V 是丛 Hd 上一个截面的零点集。但是上一命题指出 Hd 上所有全纯截面都是

代数的，这就说明了 V 也是代数的。

下面假定 V ⊆ Pn 是一般的 k-维解析子簇。对于任何 p ∈ Pn−V，存在一个 n− k− 1 维射

影子空间 Pn−k−1 使得它通过 p 并和 V 无交。进一步选取 Pn−k−2 ⊆ Pn−k−1 使得 p 不在其中。

现在取 π 为顺着 Pn−k−2 到正交补 Pk+1 的投影。选取好 Pn 的坐标使得：

Pn−k−2 = (z0 = · · · = zk+1 = 0)

Pk+1 = (zk+2 = · · · = zn = 0)

那么 π(V ) 由 Remmert’s Proper Mapping Theorem 是一个解析集，进一步余维数为 1 于是是
主解析集。

由假设 π(p)不在 π(V )中，于是对 π(V )主解析集的情况，存在一个齐次多项式 F (z0, · · · , zk+1)

使得其在 π(V ) 上消失，但在 π(p) 不消失。将其拉回，就得到了一个 V 上消失的多项式，但在

p 上不消失。
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现在考虑全体 V 上消失的多项式构成的理想，那么这个理想的公共零点集恰好是 V。另一

方面齐次多项式环是 Noetherian 的，因此这个理想有限生成，从而取出这有限个生成元就给出
了结果。

我们来给出研究紧复流形嵌入射影空间的基本思路。在紧复流形 M 上配备全纯线丛 L →
M，子空间 E ≤ H0(M,O(L)) 给出了一个 linear system

|E| = {(s)}s∈E ⊆ Div(M)

特别地，M 是紧的，因此 |E| ∼= P(E)。

现在如果 E 是无处消失的（即任何 p ∈ M，都存在截面 s ∈ E 使得 s(p) 6= 0），那么对每

个 p ∈M，取一组 E 的基 s0, · · · , sdimE，那么

ιE :M → PdimE : p 7→ [s0(p), · · · , sN (p)]

是良定义的，并且 ιE 是全纯的。

对于 PN 上的超平面丛 H，考虑拉回从 ι∗E(H)，它是由除子 (si) 给出的。因此 L = ι∗E(H)。

于是

E = ι∗E(H
0(PN ,O(H))) ⊂ H0(M.O(L))

特别地，如果 |E| 是 complete linear system，那么这当且仅当

H0(Pn,O(H)) → H0(V,O(H))

是满的。

定义 11.1.3. 子流形 V ⊆ Pn 被称为正规的，如果嵌入 V ↪→ Pn 由一个 complete linear system。

命题 11.1.4. 每个主解析集 V ⊆ Pn 都是正规的。

证明. 考虑层正合列
0 → OPn(H − V ) → OPn(H) → OV (H) → 0

于是就有上同调群正合列

H0(Pn,OPn(H)) → H0(V,OV (H)) → H1(Pn,OPn(H − V ))

但是 H1(Pn,OPn((1− d)H)) = 0（假定 [V ] = Hd）。因此前一映射是满的，从而说明 V 是正规

的。

定理 11.1.5. 射影空间 Pn 中两个维数 ≥ 3 的光滑主解析集（由 Chow 定理是射影的）如果是
d 次的，并且 d 6= n+ 1。那么它们是射影同构（即被射影空间的自同构转移）当且仅当它们同

构。

证明. 只需说明如果 V, V ′ 同构，则射影同构。事实上，如果双全纯自同构 ϕ : V → V ′ 将 H|V ′

拉回到 H|V，注意这个拉回映射配备上 H|V ,H|V ′ 给出的嵌入自然就给了 Pn 的自同构。
现在由 Adjunction Formula II.

KV = (KPn ⊗ [V ])|V = [(d− n− 1)H]
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现在由 Lefschetz 超平面定理：

H i(V,O) ∼= H i(Pn,O) = 0 i = 1, 2

因此

Pic(V ) = H1(V,O∗) ∼= H2(V,Z) ∼= H2(Pn,Z) = Z

于是 ϕ∗KV ′ = KV =⇒ ϕ∗(H|V ′) = H|V，但是前者被 V, V ′ 的双全纯同构保证，因此这就说

明了结果。

命题 11.1.6. 这一结对于 P3 中的次数 d 6= 4 的曲面也成立。

证明. 只需证明 H2(V,Z) 无挠。这是因为 H1(V,Z) = H1(V,Z) = H1(P3,Z) = 0。现在运用挠

子群的 Poincare 对偶即可。

现在我们来看几个例子：

例子. 1. Veronese 映射：考虑 P1 上的线丛 nH，那么其上的截面由 n+ 1 个齐次单项式生

成。因此在 P1 上赋予坐标 t = z1/z0 后，linear system 给出的嵌入是：

t 7→ [1, t, · · · , tn]

它的像是 Pn 的一条 n 次曲线，称为 Rational Normal Curve.

反过来，对于 n 次不可约的非退化曲线 C ⊆ Pn，取出 p1, · · · , pn−1 为 C 上 n − 1 个线

性无关的点，它们张出一个射影子空间 V ∼= Pn−2。取 {Hλ}λ∈P1 为全体包含 V 的射影超

平面。每个超平面 Hλ 和 C 有 n 个交点。然而 p1, · · · , pn−1 已经是交点，于是仅剩一个

额外的交点，记为 q(λ)。

并且反过来 C 上每一个点都和 p1, · · · , pn−1 唯一地张出了一个射影超平面，于是就有同

构 q : P1 → C。进一步，我们注意到 Pn 上的超平面丛限制到 C 上也是超平面丛，而

Pic(Pi) = Z。于是仿照上一命题就说明了：

定理 11.1.7. Pn 中的 n 次不可约非退化曲线都射影同构于 rational normal curve.

2. Veronese 曲面：考虑 P2 上的线丛 2H，那么 P2 携带坐标 s = z1/z0, t = z2/z0 后，linear
system 给出的嵌入是：

(s, t) 7→ [1, s, t, s2, st, t2]

11.2 爆破

定义 11.2.1 (爆破). 对于复流形 M 上一个局部坐标邻域 Cn，注意 Cn − {0} ∼= O(−1) −
{zero section}，这里 O(−1) 是 CPn−1 上的自言线丛。

那么复流形M 在点 x处的爆破是指将M 中 x的邻域 Cn 替换为 O(−1)（即保持 Cn−{0}，
将 {0} 这一点替换为自言线丛的零截面 CPn−1。自然有投影映射 π : M̃ →M。

容易验证这是良好定义的（即邻域的选取不影响结果）。进一步，π−1(x) 对应的主解析集

诱导的除子称为例外除子 (exceptional divisor)。
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定理 11.2.2 (Castelnuovo-Enriques 判别). M 是紧复曲面，M̃ 是 M 的爆破，例外除子是 E，

那么 [E] ∩ [E](=< c1([E]), [E] >) = −1。

反过来，对于一个紧复曲面 M ′，如果 E 是一个满足 E ∩E = −1 的除子，那么存在一个全

纯函数 π : M ′ → M 使得 π(E) = pt.，使得 π 是一个爆破：这说明在紧复曲面上 [E][E] = −1

恰好描述了 blow-up 和 blow-down。

我们现在来研究 blow-up 对复流形带来的影响：

命题 11.2.3. 如果 M̃ 是 M 在 x 处的 blow up，那么：

KM̃ = π∗KM + (n− 1)E

证明. 在 E 的邻域外，KM̃ = π∗KM。下面只需看 E 的邻域附近的情况。因此问题化归到证明

对于 O(−1) → Cn：
KO(−1) = π∗KCn + (n− 1)E

在 O(−1) 上有局部坐标 {((z1, · · · , zn), (t1, · · · , tn)) ∈ Cn × Pn−1|zitj = zjti}。在 U1 =

{z1 6= 0} 上，取 uk1 =
zk

z1
，那么 (z1, u21, · · · , un1 ) 给出了一个局部坐标。

投影映射的作用是 π : (z1, u21, · · · , un1 ) 7→ (z1, z2, · · · , zn) = (z1, z1u21, · · · , z1un1 )。那么现在
来看典范丛 KO(−1)：

dz1 ∧ du21 ∧ · · · ∧ dun1 = dz1 ∧ d(z
2

z1
) ∧ · · · ∧ d(z

m

z1
)

=
dz1 ∧ · · · ∧ dzn

(z1)n−1

这当然可以推广到任何 Ui = {zi 6= 0} 上，那么观察转移函数知这就给出了 (n− 1)E。

11.3 Kodaira 嵌入定理

定义 11.3.1 (Polarization). 一个偶对 (M,L)，L 是紧 Kahler 流形 M 上的正线丛，称为一个

极化流形。其中 L 称为一个极化。

定理 11.3.2 (Kodaira 嵌入). 给定紧 Kahler 流形 M 上的正线丛 L（即一个极化流形），存在

一个 k0 > 0 使得 ∀k ≥ k0，存在一个嵌入

ΦL⊗k :M ↪→ CPN

其中 N = dimH0(M,L⊗k)− 1。

此时 ΦL⊗k(p) = [s0(p), s1(p), · · · , sN (p)] ∈ CPN 给出了 H0(M,L⊗k) 的一组基。

定义 11.3.3 (base point). L→M 是一个线丛，s0, · · · , sN ∈ H0(M,L) 是一组基，那么 p ∈M

称为 base point，如果 ∀i, si(p) = 0。（再一次地，Hodge 定理保证了维数的有限性）

因此 Kodaira 嵌入定理实际上说明对于正线丛和充分大的 k，L⊗k 没有 base point。

123



定义 11.3.4 (semi-ample). 如果 (M,L) 没有 base point，那么线丛 L 称为是 semi-ample 的。
即它只给出了一个 L→ CPn 的映射（但不一定是嵌入）。

定义 11.3.5 (very ample). 称线丛 L 是 very ample 的，如果 L 自身可以嵌入到某个复射影空

间中。

现在我们开始证明 Kodaira 嵌入定理。对于待定的正整数 k，考虑全体 E :== L⊗k 的全局

截面，Hodge 定理保证了它的维数是有限的。假定 s0, · · · , sn0 是 H0(M,L⊗k) 的一组基，那么

定义

η :M → Pn0 : z 7→ [s0(z), · · · , sn0(z)]

我们只需说明：

1. η(z) 6= [0 : · · · : 0]

2. η 单

3. η 的切映射满秩

我们将这三个要求转化成如下问题：

1. 对于 M 上的任意两点 p, q，存在 k 使得映射

H0(M,O(L⊗k)) → O(L⊗k)p ⊕ O(L⊗k)q

s→ (s(p), s(q))

是满射

2. 对于 M 上的任意一点 p，存在 k 使得映射

H0(M,O(L⊗k)) → O(L⊗k)p/M
2(L⊗k)p

s→ (s mod M 2(L⊗k)p)(p)

是满射，其中 M (L⊗k)p 是指在 p 点值为 0 的亚纯截面的芽。

注意：连续性和 M 的紧性说明 k 的选取可以对 p, q 一致。

明显这里的第一条结果说明了 η(z) 6= [0 : · · · : 0] 以及 η 单；第二条结果说明了 η 的切映射

满秩。

于是我们只需证明如下的一般结论：

命题 11.3.6. M 是 n 维紧复流形，其上有正线丛 L。给定 M 上若干个点 p1, · · · , pN 和非负
整数 m 后，存在正整数 k 使得

H0(M,O(L⊗k)) →
N⊕
i=1

O(L⊗k)pi/M
m+1(L⊗k)pi

是满射。
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引理 11.3.7. M̃ 是 n 维紧复流形 M 在 {p1, · · · , pN} 处爆破得到的流形，L 是 M 上的正线

丛，那么对于任何非负整数 m，存在正整数 k 使得

H1(M̃,O(−mE ⊗ π∗L⊗k)) = 0

证明. 注意

H1(M̃,O(−mE⊗π∗L⊗k)) = H1(M̃,Ωn(K−1
M̃

⊗−mE⊗π∗L⊗k)) = H1,n(M̃,K−1
M̃

⊗−mE⊗π∗L⊗k)

那么由 Kodaira 消没定理，只需证明 K−1
M̃

⊗−mE ⊗ π∗L⊗k = E⊗1−n−m ⊗ π∗(L⊗k ⊗KM ) 是正

线丛。

现在由归纳，无妨假定 N = 1。
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第十二章 复结构的形变

定义 12.0.1. 复解析结构族是指连通复流形之间的全纯映射 $ : M → B，满足：

1. $ 是逆紧的。

2. Mt = $−1(t) 是 M 的紧子流形。

3. $ 是处处满秩（dimB）的，从而诸 Mt 是微分同胚的。

它被视为 Mt 上的一族全纯变动的复结构。

首先固定 0 ∈ B，以及其在 B 中的局部坐标多圆盘域 N = {(t1, · · · , tn)||tλ| < ε}，以及
$−1(N) 的局部坐标多圆盘域：

$−1(N) = ∪αUα

其中每个 Uα = {(zα, t)||ziα| < 1, t ∈ N}。现在我们来看 Uα,Uβ 之间的转移函数：记为

ziα = f iαβ(zβ , t)

那么 f iαβ 关于 zβ , t 都是全纯的。这时纵向的切向量按照如下方式转移：

∂

∂zjβ
=
∂ziα

∂zjβ
· ∂

∂ziα
=
∂f iαβ

∂zjβ
· ∂

∂ziα

Slogan (Kodaira-Spencer). 复结构的形变被
∂f iαβ
∂t

(zβ , t) 描述。

定义 12.0.2. 现在我们只考虑 t 在一个分量 tλ 上的变动，定义：

Oαβ(t) =

m∑
i=1

∂f iαβ(zβ , t)

∂tλ
· ∂

∂ziα

再取切层 Θ = O(T ′M)，以及在纵方向的限制 Θt = O(T ′Mt)，那么 Oαβ 是一个 Θt 的

Cech 上链。

引理 12.0.3. {Oαβ} 是上圈。

证明. 这只需说明
Oαβ + Oβγ + Oγα = 0

以及

Oβα = −Oαβ
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利用切向量的转移函数展开即可：

f iαγ(zγ , t) = ziα = f iαβ(fβγ(zγ , t), t)

于是

Oαγ =
f iαγ(zγ , t)

∂tλ
· ∂

∂ziα

=
∂f iαβ
∂tλ

· ∂

∂ziα
+
∂f iαβ
∂zβ

·
∂fβγ
∂tλ

· ∂

∂ziα

= Oαβ + Oβγ

另一方面：

f iαβ(fβα(zα, t), t) = 1

于是两侧对 tλ 求导：

Oαβ +
∂f iαβ
∂zβ

·
∂fβα
∂tλ

· ∂

∂ziα
= 0

从而 Oαβ + Oβα = 0。

定义 12.0.4 (无穷小形变). 定义 [{Oαβ(t)}] ∈ H1(Mt,Θt) 为复结构在 Mt 处的无穷小形变，记

为
∂Mt

∂tλ
（前文中是在 tλ 方向上的形变。

对于一般的 t，如果
∂

∂t
=
∑
cλ

∂

∂tλ
，定义：

∂Mt

∂t
=
∑
cλ
∂Mt

∂tλ
∈ H1(Mt,Θt)（这是自然的，

在前文定义中将 tλ 换成一般的 t 即可。

命题 12.0.5. ∂Mt

∂t
和开覆盖 {Uα} 以及纵向坐标 ziα 的选取无关。

证明. 对于两组坐标：
ziα = f iαβ(zβ , t); wiα = giαβ(wβ , t)

θαβ =
∂f iαβ
∂tλ

· ∂

∂ziα
; θ̂αβ =

∂giαβ
∂tλ

· ∂

∂wiα

hiα(gαβ(wβ , t), t) = hiα(wα, t) = ziα = f iαβ(zβ , t) = f iαβ(hβ(wβ , t), t)

那么两侧对 tλ 求导：
∂f iαβ
∂tλ

+ ·∂z
i
α

∂zβ
·
∂hiβ
∂tλ

=
∂hiα
∂tλ

+
∂hiα
∂wiα

·
gαβ
∂tλ

即：

θαβ +
∂hjβ
∂tλ

· ∂

∂zjβ
= θ̂αβ +

∂hiα
∂tλ

· ∂

∂zjα

因此取 ηα =
∂hiα
∂tλ

· ∂

∂ziα
，而：

θαβ − θαβ = δ({ηα})

这就说明了 [θ] = [θ̂]。

127



定义 12.0.6 (无穷小形变的上同调定义: Kodaira-Spencer 映射). 固定一个点 t，我们有短正合

列

0 → O(TMt) → TM |Mt → TtB ⊗ OM → 0

那么取长正合列就有

KS : Γ(TtB ⊗ OM ) → H1(Mt, TMt)

特别地，前述构造的无穷小形变是从 Γ(T0B) 出发的。

Kodaira-Spencer 理论的主结果如下：

定理 12.0.7 (Kodaira-Spencer, Kuranishi). 对于紧复流形 M，如果 H2(M,TM) = 0，那么对

于任何 H1(M,TM)，它都能够被某个形变实现。

更一般地，存在一个自然的阻碍映射：

ψ : H1(M,TM) → H2(M,TM)

使得 ψ−1(0) 恰好是全体形变在 KS 映射下的像。

主要证明思路如下：

命题 12.0.8. 存在 ϕ(t) ∈ A 0,1(T ′M) 使得：

1. f 关于 ∂̄t 是全纯的 ⇐⇒ ∂f

∂z̄α
− ϕβᾱ · ∂f

∂zβ
= 0

2. ϕ(0) = 0

3. ∂̄ϕ(t)− 1

2
[ϕ(t), ϕ(t)] = 0

4. ϕ̇(t) = η，这里 η 是 ψ−1(0) 中的元素对应的调和 1 形式。

前三条决定了一个复结构形变：Newlander-Nirenberg 定理（第一条说明近复结构，第三条说明
可积性）。
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第三部分

Riemann 面
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第十三章 绪论

13.1 Riemann 面的嵌入

命题 13.1.1. 紧 Riemann 面 S 总可嵌入到射影空间中。

证明. 注意 S 是 1 维的，因此任取其上一个线丛 L 对应的曲率，它要么是负定的（这时考虑对

偶丛），要么是正定的，因此 Kodaira 嵌入定理就说明了结果。

我们来给出一些更精细的结果，总假定 S 是紧 Riemann 面。

定理 13.1.2 (紧 Riemann 面嵌入定理). 对于任何 S 上的线丛 L→ S，有

1. degL < 0 =⇒ H0(S,O(L)) = 0

2. degL > degKS =⇒ H1(S,O(L)) = 0

3. degL > degKS + 2 =⇒ ιL : S → Pn 是良定义的嵌入

这里 degL 是将 c1(L) ∈ H2(S,Z) ∼= Z 等同于一个整数。特别地，它和除子的次数的定义是相
同的。

证明. 1. L 有非平凡全纯截面 ⇐⇒ L 是某个有效除子给出的，因此 degL ≥ 0。

2. L 是正线丛 ⇐⇒ degL > 0，于是 degL > degKS =⇒ L⊗K∗
S 是正线丛，于是

H1(S,O(L)) = H1,1(S,L⊗K∗
S) = 0

3. 为了说明这的确是嵌入，仿照 Kodaira 嵌入定理，只需说明

H0(M,O(L)) → O(L)p ⊕ O(L)q

H0(M,O(L)) → O(L)p/M
2(L)p

是满射。但是注意层正合列

0 → O(L− p− q) → O(L) → O(L)p ⊕ O(L)q → 0

0 → O(L− 2p) → O(L) → O(L)p/M
2(L)p

给出的长正合列，以及消没定理给出的

H1(S,O(L− p− q)) = H1(S,O(L− 2p)) = 0

那么这就说明了结果。
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定义 13.1.3 (Secant Variety). Pn 中的 d维簇 X 的 secant variety定义为 Sec(X) := ∪p,q∈Xpq。

命题 13.1.4. dimSec(X) ≤ 2d+ 1

证明. Sec(X) 被 X ×X × P1 参数化。

命题 13.1.5. 每个紧 Riemann 面 S 都可嵌入到 P3 中。

证明. 前文讨论说明 S 是射影簇，设其被嵌入到 Pn, n ≥ 4 中。于是考虑它的 Secant Variety：
dimSec(S) ≤ 3。于是存在 p ∈ Pn − Sec(S)，现在从 p 向一个低一维的射影超平面 Pn−1 投影

给出了 S ↪→ Pn−1 的嵌入。这一操作在 n = 3 时终止。

13.2 Riemann-Hurwitz 公式、次数-亏格公式

定义 13.2.1. 对于紧 Riemann 面 X,Y 之间的非常值全纯映射 f : X → Y。任意 p ∈ X 和

q := f(p) ∈ Y，局部上有坐标卡使得其具有形式 w = zd。定义 d = vp(f) 为 f 在 p 处的分歧指

数。

例子. p = 1 时 f 局部上是微分同胚；p > 1 上局部是 (vp(f)− 1)-分歧覆叠。

注记. 使得 vp(f) > 1 的 p 构成的点集是离散的。

定理 13.2.2 (Riemann-Hurwitz 公式). 对于紧 Riemann 面 X,Y 之间的非常值全纯映射 f :

X → Y：

KX = f∗KY ⊗ [Bf ]

其中 Bf 是除子
∑

p∈X(vp(f)− 1) · p。

证明. 由于紧 Riemann 面都是射影的，由定理 10.4.110.4.1，其上线丛都由吹给出。因此我们来看 Y

上的一个非零亚纯 (1, 0)-形式 ω，局部上形如 g(w)
h(w)dw。那么在 w = zd 的拉回下：

f∗ω =
g(zd)

h(zd)
(d · zd−1)dz

于是 vp(f
∗ω) = d · vp(ω) + (d− 1)，两侧同乘 p，就说明：

(f∗ω) = f∗(ω) +Bf

（回忆 (s) 是指亚纯截面 s 对应的除子）因此

KX = f∗KY ⊗ [Bf ]

推论 13.2.3.
2gX − 2 = deg f · (2gY − 2) + bf

其中 bf =
∑

p∈X(vp(f)− 1)，deg f 是 f 的映射度。

注意，deg f =
∑

p∈f−1(q) vf (p)。
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证明. 在 Riemann-Hurwitz 两侧取第一 Chern 类，注意此时它们都是 Euler 类。

注记. deg f = 1 说明 f−1(q) 有且仅有一个点，于是是全纯同构。

定理 13.2.4 (次数-亏格公式). CP 2 中的 n 次光滑代数曲线的亏格是

g =
1

2
(n− 1)(n− 2)

引理 13.2.5. X ⊆ CP 2 是光滑 n 次代数曲线，那么法丛 N 同构于 O(n)|X。

证明. 由 Adjunction Formula，N ∼= [X]|X。但是 [X] ∼= O(n)，因为它和 nH（n 倍超平面除

子）线性等价：考虑除以 zn0 即可。

定理 13.2.413.2.4的证明.
TCP 2|X = TX ⊕ O(n)|X

那么取全 Chern 类：
c(TX) =

c(TCP 2|X)
c(O(n)|X)

=
(1 + x)3

1 + nx

= (1 + 3x)(1− nx) = 1 + (3− n)x

x是 H2(CP 2)的生成元在 H2(X)中的限制。现在 < x, [X] >= n：因为这是 X 和 x的 Poincare
对偶（一条直线）的相交数。

现在由 Poincare-Hopf 定理：χ(X) =< e(TX), [X] >= (3− n)n，但是 χ(X) = 2− 2g，这

就证明了结果。

13.3 g = 0, 1 的紧 Riemann 面

定理 13.3.1. 亏格为 0 的紧 Riemann 面同构于 P1。

证明. 对于任何一点 p ∈ S，考虑 L = [p]。有短正合列：

0 → OS(L⊗ [−p]) → OS(L) → Op(L) → 0

（定义 9.2.79.2.7）第一项正是 OS，然而注意 H1(S,C) = 0，于是 H1,0(S) = 0，从而 H1(S,OS) =

H1(S,Ω0) = 0。

因此观察上述短正合列的长正合列知：H0(S,OS(L)) → H0(S,Op(L)) 是满射。于是 L 存

在一个在 p 非零的整体截面。考虑其对应的亚纯函数 f：它在非 p 处全纯，在 p 处有一个 1 阶
极点。这给出了一个 f : S → P1 的全纯映射。

由于除子 (f) 的次数是 0，它一定形如 (P ) − (Q)，Q 6= P。现在紧 Riemann 面之间的全
纯映射一定是若干分歧覆叠，于是 f 的映射度是 1（观察 ∞ 的原像）. 这就说明了 f 给出了

S → P1 的全纯同构。

定理 13.3.2. 任何亏格为 1 的紧 Riemann 面都同构于 P2 中的一条非奇异三次曲线。
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证明. g = 1 时 degKS = −c1(S) = 2g − 2 = 0，那么定理 13.1.213.1.2说明：L = [3p] 给出了一个

S → Pn 的嵌入，其嵌入像被 3 次齐次多项式描述。
现在 n = dimH0(S,O(L))− 1 ≥ 2，这是自动成立的。然而 dimH0(S,O(L)) ≤ 3，因为它

等同于在 p 处极点阶不超 3 的亚纯函数。

然而这样的函数唯一地被在 p 局部的展开
a−3

z3
+ · · ·+ a0 + · · · 决定。我们来进一步说明这

样的函数唯一地被 a−3, a−2, a0 决定：假设一组 (a−3, a−2, a0) 给出了两个不同的亚纯函数，那

么它们的差是一个在 p 有 1 阶极点的亚纯函数。上一个定理的证明说明了这样的亚纯函数给出
了全纯同构 S → P1，矛盾！

因此 dimH0(S,O(L)) ≤ 3，综上 n = 2。

我们还有更精细的对这个嵌入的描述。

引理 13.3.3 (紧 Riemann 面上 1-形式的留数定理). 对于紧 Riemann 面 S 上的亚纯 1-形式 ϕ，

其极点除子是 a1 + · · ·+ ad，那么 ∑
i

Resai(ϕ) = 0

证明.
0 = −

ˆ
S−∪iBε(ai)

dϕ =

ˆ
∂∪iBε(ai)

ϕ =
∑
i

Resai(ϕ)

定理 13.3.4. 任何亏格为 1 的紧 Riemann 面 S 都同构于 P2 中

y2 = x · (x− 1) · (x− λ)

决定的零点集，λ ∈ C。

证明. 由 Kodaira 消没定理：H1(S,O([p])) = 0；以及前文论述的 H0(S,O(p)) = 0（它等价于

仅在 p 上有一个极点的亚纯函数）

另一方面我们有短正合列：0 → OS([2p]⊗ [−p]) → OS([2p]) → Op([2p]) → 0（定义 9.2.79.2.7）。
于是考虑长正合列知

H0(S,OS(2p)) → H0(S,Op(2p))

是同构。因此存在一个亚纯函数 F 在 p 上有 2 重极点，其余处全纯。
现在 dimH0(S,Ω1) =

1

2
b1 =

1

2
(b0 + b2 − χ(S)) = 1，于是 S 存在非零 1-形式 ω。然而

0 = degKS = deg(ω)，于是 ω 一定处处非零。

现在考虑亚纯形式 F · ω：它在 S − {p} 上全纯，那么由紧 Riemann 面上 1-形式的留数定
理：Resp(F · ω) = 0。于是在 p 点处 F 局部可以写为 F (z) =

1

z2
+ [1]。

现在来看亚纯形式 dF/ω（注意紧 Riemann 面上的全纯 1-形式可以做除法：fdz/gdz =

f/g），由于 ω 处处非零，dF/ω 在 S − {p} 上全纯，那么再一次由紧 Riemann 面上 1-形式的
留数定理，dF/ω 的 −1 次项消失。于是取

F ′ = λ
dF

ω
+ λ′F + λ′′
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可使

F ′ =
1

z3
+ [1]

观察极点知 1, F, F ′ 线性无关，于是现在 [1, F, F ′] 给出了一个 ι[3p] : S → P2。在 p 处局部

展开，有：

F ′2 =
1

z6
+

c

z2
+ [−1]

F 3 =
1

z6
+
c′

z3
+
c′′

z2
+ [−1]

因此 F ′2 + c′F ′ −F 3 + (c′′ − c)F 在 S −{p} 上是全纯的，于是（再一次由仅一个极点的亚纯函
数不存在）是全纯函数，从而常值。因此 S 在 ι[3p] 下的嵌入像满足：

y2 + c′y = x3 + ax+ b

适当的线性变换就给出了结果。
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第十四章 Abel 定理

14.1 Abel 第一定理

我们来看形式 ω = dx/y 在曲线 C = (y2 = x3 + ax2 + bx+ c) 上的积分。注意 C 拓扑同胚

于环面，于是考虑 H1(C,Z) = Z⊕ Z 的两个生成元 γ1, γ2。

取 a1 =
´
γ1
ω, a2 =

´
γ2
ω，它们称为 ω 的周期。

命题 14.1.1. ω 的周期是 R-线性无关的，从而 Λ = Za1 ⊕ Za2 是格。

证明. 如果 k1
´
γ1
ω + k2

´
γ2
ω = 0, k1, k2 ∈ R，那么取共轭就有 k1

´
γ1
ω̄ + k2

´
γ2
ω̄ = 0

然而 ω, ω̄ 是 H1,0(C),H0,1(C)的生成元，它们生成了 H1
dR(C)，因此这说明在 H1(C,R)中

k1[γ1] + k2[γ2] = 0，但这由 γi 的选取是不可能的。

注记. 现在我们要求积分
´ p
p0
ω 取值在复环面 C/Λ 中。

定义 14.1.2 (Abel 和). 对于 P2 中的射影直线 L ⊆ P2，p1(L), p2(L), p3(L) 为 L 和 C 的三个

交点。那么定义 Abel 和为

ψ(L) =
3∑
i=1

ˆ pi

p0

ω

定理 14.1.3 (Abel 第一定理). ψ(L) 是常值。

证明. ψ 给出了一个映射 P2∗ → C/Λ（前者是 P2 中的全体直线，它是 P2）。它是全纯的，取 z

为 C/Λ 的 Euclidean 坐标，由于 H1,0(P2) = H0(P2,Ω1) = 0，有：

ψ∗dz = 0

因此 ψ 是常值。

定理 14.1.4 (Abel 第一定理). 对于亏格为 1 的曲线 C，以及 ω ∈ H0(C,Ω1) 是全纯 1-形式，
Λ ⊆ C 是 ω 的周期格。设 D = (f) =

∑
pi −

∑
qi 是亚纯函数对应的除子，那么：∑

i

ˆ pi

qi

ω = 0

证明. 取
Dλ = (λ0f − λ1) =

∑
pi(λ)−

∑
qi(λ), λ = [λ0, λ1] ∈ P1

记

ψ(λ) =
∑
i

ˆ pi(λ)

qi(λ)
ω
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于是 ψ : P1 → C/Λ 是一个全纯映射。然而再一次地 H1,0(P1) = H0(P1,Ω1
P1) = 0，于是再一次

地：ψ∗dz = 0，从而 ψ 是常值。

现在令 λ0 → 0，ψ(λ) = 0，于是这就说明了 ψ = 0。

14.2 第一互反律

定义 14.2.1 (典范基). 对于亏格为 g 的紧 Riemann 面 S，δ1, · · · , δ2g 是 H1(X,Z) 的一组基。
称这组基是典范的，如果 [δi] ∩ [δi+g] = 1, [δi] ∩ [δj ] = 0, j 6= i, i+ g。

此时称 δ1, · · · , δg 为 A-圈；δg+1, · · · , δ2g 为 B-圈。

定义 14.2.2 (Jacobian 簇). 取 ω1, · · · , ωg ∈ H0(S,Ω1) 是全纯 1-形式的一组基，其周期矩阵定
义为：

Ω =


´
δ1
ω1 · · ·

´
δ2g
ω1

...
...´

δ1
ωg · · ·

´
δ2g
ωg


每个列向量

Πi =
(´

δi
ω1 · · ·

´
δi
ωg

)T
称为 δi 的周期。再一次地，它们是 R-线性无关的，因此 Πi ∈ Cg 张出了一个格 Λ。

定义 Cg/Λ 为 S 的 Jacobian 簇 J (S)。

定义 14.2.3 (Abel-Jacobi 映射). Div0(S) 是全体 0 次除子构成的群。那么定义

µ : Div0(S) → J (S)∑
pλ −

∑
qλ 7→ (

∑
λ

ˆ pλ

qλ

ω1, · · · ,
∑
λ

ˆ pλ

qλ

ωg)

Riemann 面研究的一个主要课题就是研究映射 µ，首先我们给出一个重要结果。

考虑 g-亏格环面的标准 CW复形表示：一个 4g边的多边形，按照 a1b1a
−1
1 b−1

1 · · · agbga−1
g b−1

g

商去。那么 a1, · · · , ag; b1, · · · , bg 自然是一组 A-圈和 B-圈。接下来，我们始终取定这一组典范
基，记为 δ1, · · · , δg; δg+1, · · · , δ2g，记这些圈的共同起点为 s0

定理 14.2.4 (第一互反律). 对于 S 上的全纯 1-形式 ω；亚纯 1-形式 η 使得其在诸 δi 上没有极

点，并且极点都是 1 阶的；设 Πi, N i 分别为 ω, η 在 δi 上的周期（即在其上的积分）。则：

g∑
i=1

(ΠiNg+i −Πg+iN i) = 2π
√
−1
∑
λ

Ressλ(η) ·
ˆ sλ

s0

ω

其中 s0 为诸圈 δi 的共同基点，sλ 为 η 的诸极点，右侧积分不越过诸 δi，即在多边形 ∆ 内部

的一条路径上积分。

证明. 定义 π(s) =
´ s
s0
ω（再一次地积分路径在多边形 ∆ 内部）。因此 π 是一个 ∆̄ 上的全纯函

数，并且 ω = dπ。
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对于 δi, δ
−1
i 上在 S 中被粘合的两点 p, p′：

π(p′)− π(p) =

ˆ p′

p
ω =

ˆ
δg+i

ω = Πg+i

（倒数第二个等号源于将积分路径取为 p→ s0
δg+i−→ s0 → p′）

同理，对于 δg+i, δ
−1
g+i 上在 S 中被粘合的两点 p, p′：π(p′)− π(p) = −Πi。

现在来看多边形 ∆ 上的亚纯 1-形式 π · η，由留数定理：ˆ
∂∆

π · η = 2π
√
−1
∑
λ

Ressλ(π · η) = 2π
√
−1
∑
λ

Ressλ(η) · π(sλ)

= 2π
√
−1
∑
λ

Ressλ(η) ·
ˆ sλ

s0

ω

另一方面： ˆ
δi+δ

−1
i

π · η =

ˆ
δi

(π(p)− π(p′)) · η = −Πg+i ·
ˆ
δi

η = −Πg+i ·N i

同理 ˆ
δg+i+δ

−1
g+i

π · η = Πi ·Ng+i

于是这两式相加和留数定理给出的结果进行比较就说明了结果。

推论 14.2.5. 对于两个全纯 1-形式 ω, ω′，其周期分别为 Πi,Π′i，那么：ˆ
S
ω ∧ ω̄′ =

∑
i

(Πi ·Π′i+g −Πi+g ·Π′i)

特别地，取 ω′ = ω 时就得到：如果 ω 满足其在 A-圈上的周期都消失，那么 ω 是 0。
于是 Ω的前 g×g 子式是非奇异的。因此可以选出一组标准的 H0(S,Ω1)的基使得：́ δi

ωj =

δij , 1 ≤ i, j ≤ g。此时周期矩阵 Ω 形如 (Ig, Z)，称这样的基为规范基。

证明. 这只需注意 d(π · ω̄′) = dπ ∧ ω̄′ = ω ∧ ω̄′。

推论 14.2.6 (第一 Riemann 双线性关系). 第一互反律中取 η 为全纯 1-形式 ω′，那么：

g∑
i=1

(ΠiΠ′g+i −Πg+iΠ′i) = 0

特别地，对于规范基 ωi, ωj： ˆ
δg+i

ωj =

ˆ
δg+j

ωi

推论 14.2.7 (第二 Riemann 双线性关系). 由于规范基 ωi 上的内积给出了正定的 Gram 矩阵
((ωi, ωj))ij，而：

(ωi, ωj) =
√
−1

ˆ
S
ωi ∧ ω̄j =

√
−1

ˆ
δg+iωj

−
√
−1

ˆ
δg+j

ωi

= 2 · Im
ˆ
δg+i

ωj

推论 14.2.8. 对于 H0(S,Ω1)，其周期矩阵 Ω = (Ig, Z)，Z 是对称的并且 ImZ 是正定矩阵。
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14.3 Abel 第二定理

定义 14.3.1 (Jacobian 簇的上同调定义). 在 Kahler 流形 X 上，我们有如下映射：

H1(X,Z) ⊆ H1(X,C) ↠ H0,1(X) = H1(X,OX)

因此有复环面 T = H1(X,OX)/H
1(X,Z)，它被称为 Kahler 流形 X 的 Jacobian 簇。

命题 14.3.2. 上述映射 H1(X,Z) → H1(X,OX) 是由指数短正合列

0 → Z 2πi−→ O → O∗ → 0

诱导的。

证明.

命题 14.3.3. 上述定义的 T 和前文定义的 Jacobian 簇相同。

定理 14.3.4 (Abel 第二定理). 紧 Riemann 面 S 上

J (S) = Pic0(S) := Div0(S)/PDiv(S)

注意紧 Riemann 面上亚纯函数都是 deg 0 的。

证明.

0 0 0

0 PDiv(X) Div0(X) H1(X,OX)/H
1(X,Z) = J (X) 0

0 PDiv(X) Div(X) H1(X,O∗
X) = Pic(X) 0

0 0 Z H2(X,Z) 0

0 0 0

deg

那么 3× 3-引理就说明第一行是正合列。

注记. 有关第一行的右正合性，还有如下加强的结果：

定理 14.3.5 (Jacobi Inversion). 亏格 g 的紧 Riemann 面 S 上，固定 p0 ∈ S，ω1, · · · , ωg 为一
组 H0(S,Ω1) 的基，那么对于任何 λ ∈ J (S)，都存在 g 个 S 上的点 p1, · · · , pg，使得：

µ(
∑
i

(pi − p0)) = λ

其中 µ 是 Abel-Jacobi 映射。

推论 14.3.6. 亏格为 g 的紧 Riemann 面上，每个 deg ≥ g 的除子都线性等价于一个有效除子。

138



推论 14.3.7. 每个亏格为 1 的 Riemann 面都形如某个复环面 C/Λ。

证明. 我们注意 Abel-Jacobi 映射此时可以变为：µ : S → Div0(S) → J (S)，其中第一个箭头

将 p 送到除子 p− p0。

这个映射是单的，因为如果 µ(p− p0) = µ(p′− p0)。那么 (f) = (p− p′)。但是再一次地，亏

格为 1 的曲线上不存在极点只有一个单极点的亚纯函数。

Jacobi Inversion 说明 µ 是满的。因此 µ : S → J (S) 给出了同构。

14.4 第二互反律

保持和第一互反律相同的典范基 δ1, · · · , δg; δg+1, · · · , δ2g。

定理 14.4.1 (第二互反律). 对于 S 上的全纯 1-形式 ω；亚纯 1-形式 η 使得其在各个极点处留

数消失。Πi, N i 分别为 ω, η 在 δi 上的周期，在每个 η 的极点 p 处有展开

η(z) = (ap−nz
−n + · · ·+ ap−2z

−2 + ap0 + ap1z + · · · )dz

ω(z) = (bp0 + bp1z + · · · )dz

则：
g∑
i=1

(ΠiNg+i −Πg+iN i) = 2π
√
−1
∑
p,j

ap−jb
p
j−2

j − 1

证明. 证明和第一互反律是类似的。此时唯一的差别在于：

π(z) = (

ˆ p

s0

ω) + bp0z +
1

2
bp1z

2 + · · ·

于是 ˆ
∂∆

π · η = 2π
√
−1
∑
p

Resp(π · η)

= 2π
√
−1
∑
p

n∑
j=2

ap−j · b
p
j−2

j − 1

定理 14.4.2 (Weil). 紧 Riemann 面 S 上的两个亚纯函数 f, g 满足除子 (f), (g) 无交。那么：∏
p∈S

f(p)ordp(g) =
∏
p∈S

g(p)ordp(f)

证明. 再次考虑亏格 g 曲面的标准多边形表示 ∆。假设 {pi}, {qi} 分别是除子 (f), (g) 的支撑。

现在从一个共同起点 δ0 出发用 αi 光滑地联结 δ0 和 pi，使得诸 αi − {δ0} 无交，并且不包含任
何 qi。

取 ∆′ 为减去上述 αi 得到的多边形：它是单连通的，因此选取一个 log f 的连通分支。现
在取

ϕ = log f · d log g = log f · dg
g
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在每个 qi 处，dg/g 有 1 阶极点，留数是 ordqi(g)。于是由留数定理：
ˆ
∂∆′

ϕ = 2π
√
−1 ·

∑
qi

Resqi(ϕ)

= 2π
√
−1 ·

∑
qi

ordqi(g) · log f(qi)

另一方面，对于 p ∈ δi, p
′ ∈ δ−1

i ，使得它们在 S 中对应于同一个点：

log f(p′) = log f(p) +
ˆ
δg+i

d log f

因此 ˆ
δi+δ

−1
i

ϕ = (

ˆ
δi

d log g)(−
ˆ
δg+i

d log f)

同理 ˆ
δg+i+δ

−1
g+i

ϕ = (

ˆ
δg+i

d log g)(
ˆ
δi

d log f)

对于 p ∈ αi, p
′ ∈ α−1

i 使得它们在 S 中对应于同一个点：

log f(p′) = log f(p)− 2π
√
−1Respid log f = log f(p)− 2π

√
−1 · ordpi(f)

因此 ˆ
αi+α

−1
i

ϕ = 2π
√
−1 ordpi(f) ·

ˆ pi

s0

d log g

于是这就说明了

2π
√
−1 ·

∑
qi

ordqi(g) · log f(qi) =
g∑
i=1

((

ˆ
δi

d log f)(
ˆ
δg+i

d log g)− (

ˆ
δi

d log g)(
ˆ
δg+i

d log f))

+2π
√
−1
∑
i

ordpi(f)(log g(pi)− log g(s0))

=

g∑
i=1

((

ˆ
δi

d log f)(
ˆ
δg+i

d log g)− (

ˆ
δi

d log g)(
ˆ
δg+i

d log f)) + 2π
√
−1
∑
i

ordpi(f)(log g(pi))

于是

2π
√
−1(

∑
ordqi(g) · log f(qi)−

∑
ordpi(f) · log g(pi))

=

g∑
i=1

((

ˆ
δi

d log f)(
ˆ
δg+i

d log g)− (

ˆ
δi

d log g)(
ˆ
δg+i

d log f))

然而
´
δi
d log f ∈ 2π

√
−1Z，于是上式右侧是 (2π

√
−1)2Z 中的元素，从而上式左侧是 2π

√
−1Z

中的元素。两侧取指数就得到了结果。
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14.5 Riemann-Roch 公式

定理 14.5.1. D 是亏格 g 的紧 Riemann 面上的除子，那么：

dimH0(X,D)− dimH1(X,D) = 1− g + degD

证明. 结论对 D = 0 成立：因为此时左侧为 1− g，等式立刻成立。

假设结论对 D 成立，我们来看除子 D + p 的情况：现在由层的短正合列

0 → O(D + p− p) → O(D + p) → O((D + p)|p) → 0

即：

0 → O(D) → O(D + p) → Cp → 0

取长正合列就有：

0 → H0(X,D) → H0(X,D + p) → C → H1(X,D) → H1(X,D + p) → 0

于是计算维数就有：

dimH0(X,D + p)− dimH1(X,D + p) = dimH0(X,D)− dimH1(X,D) + 1

但后者恰好是 1− g + degD + 1 = 1− g + deg(D + p)，这就直接说明了结果。

同理，结论对 D 成立也能直接说明 D − p 也成立，因此这就给出了结果。

推论 14.5.2. 由 Serre 对偶：

h0(D)− h0(K −D) = 1− g + degD

14.6 典范曲线

命题 14.6.1. S 是亏格 ≥ 2 的紧 Riemann 面，K 是 S 上的典范丛。那么 |K| 无基点。

证明. 如果 p 是基点，那么 g = h0(K) = h0(K − p)，从而：

h0(p) = deg(p)− g + 1 + h0(K − p) = 2

但是 h0(p) 维数非 1 说明存在仅以 p 为 1 阶极点的亚纯函数，这和 g ≥ 2 矛盾。

定义 14.6.2 (典范曲线). S 是亏格 ≥ 2 的紧 Riemann 面，K 是 S 上的典范丛。|K| 给出了：
ιK : S → Pg−1。这个映射称为 S 的典范映射，ιK(S) 称为典范曲线。

命题 14.6.3. ιK 不是复流形的嵌入当且仅当 S 上存在亚纯函数仅有两个极点。这等价于 S 是

P1 的二重分歧覆叠。
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证明. ιk 是单的，如果对每个 p, q ∈ S，存在 ω ∈ H0(S,Ω1) 使得 ω(p) = 0, ω(q) 6= 0；它是浸

入，如果对每个 p ∈ S 存在 ω 恰好以 1 阶在 p 点消失。

于是 ιK 是嵌入，如果对每个 p, q（p, q 不一定不同），

h0(K − p− q) < h0(K − p)

注意前一命题说明：h0(K − p) = g − 1。但是由 Riemann-Roch：

h0(K − p− q) = h0(p+ q) + g − 1− 2

从而 h0(K − p− q) < h0(K − p) ⇐⇒ h0(p+ q) = 1。于是 ιK 不是嵌入 ⇐⇒ 存在一个仅有两

个极点的亚纯函数（这两个极点可以相同）。这给出了一个 S → P1 的全纯映射，观察 ∞ 的原
像即知这是一个（有分歧的）二重覆叠。

定义 14.6.4 (超椭圆). 满足上述命题中条件的 Riemann 面称为超椭圆的。

定理 14.6.5 (几何 Riemann-Roch 定理).

证明. 对于典范曲线 ιK(S)，S 上任何除子 D =
∑
pi，h0(K −D) 恰好是包含 ιK(pi) 的 Pg−1

中的超平面的个数。
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