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0.1 非交换代数

定理 0.1.1 (Wedderburn 小定理). 有限除环都是域。

证明. 设 D 是有限除环，F 是乘法群的中心，那么 F 是有限域。设 q = |F |，D 是 F 上的线

性空间，记 n = dimF D, |D| = qn，于是只需证明 n = 1。

对于任何 x ∈ D：

CD(x) = {y ∈ D|xy = yx}

是除环，并且 F ⊆ CD(x) ⊆ D，因此它作为 F 上的线性空间元素个数必定形如 qd，另一方面

作 CD(x) 作为 D× 的子群，一定满足 qd − 1|qn − 1，于是简单的数论讨论说明 d|n。
现在写出 D× 类方程：

qn − 1 = q − 1 +
∑ qn − 1

qdx − 1

其中求和对非平凡的共轭类进行。现在考虑分圆多项式 Φn(T )，对于 d|n, d < n就有 Φn(T )|
Tn − 1

T d − 1
，

于是代入 T = q 就有 Φn(q)|
qn − 1

qd − 1
，从而再次代入类方程就有 Φn(q)|q − 1。

但是计算模长知 n > 1 时这是不可能的，因此只有 n = 1，这就完成了证明。

定理 0.1.2 (Artin-Wedderburn 定理). 如果 R 是半单环（作为自身的左模是半单的：即子模一

定存在直和补），那么存在正整数 n, d1, · · · , dn，以及除环 D1, · · · , Dn 使得

R ∼=
n∏

i=1

Mdi(Di)

其中 Mn(D) 是除环上的矩阵代数。

证明. 首先我们指出 Schur 引理：单模之间的同态要么是同构，要么是零态射。作为推论，单模
的自同态代数是除环。

由于 R 作为左 R-模半单，那么存在一族单左理想 Li 使得 R = ⊕i∈ILi。

设 1 在 Li 中的投影为 ei，那么 r 在 Li 中的投影是 rei，即 Li = {r|rei = r}，从而 ei 非

零（否则 Li = 0，这与 Li 是单模矛盾）。因此 1 拆解成为了若干个非零的 ei 的和，于是 Li 个

数有限。依同构分类有

R ∼= ⊕n
i=1L

di
i

现在由 Schur 引理：

EndR(R) =
n∏

i=1

EndR(L
di
i ) =

n∏
i=1

Mdi(EndR(Li))

由 Schur 引理，EndR(Li) 是除环，Di 是它的反还，EndR(R) = Rop，于是

R ∼=
n∏

i=1

Mdi(Di)

推论 0.1.3. 左半单环和右半单环相同。
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0.2 PSLn(F ) 的单性

0.2.1 Iwasawa 定理

定义 0.2.1 (双传递). 称G在X 上的作用是双传递的，如果 |X| ≥ 2，并且对于任何 x1, x2, y1, y2 ∈
X，x1 6= x2, y1 6= y2，就有 ∃g ∈ G, g(x1) = y1, g(x2) = y2。

定理 0.2.2. 如果 G 在 X 上的作用是双传递的，那么对于任何 x ∈ X,Stabx 是 G 的极大真子

群。

证明. 固定 Hx = Stabx，以及 g /∈ Hx，我们来证明 G = Hx ∪HxgHx。

这是因为如果 g′ /∈ Hx，gx, g′x 6= x。那么考虑偶对 (x, gx); (x, g′x)，存在 g′′ ∈ G, s.t.g′′x =

x, g′′gx = g′x。因此 g′′ ∈ Hx。进一步 g′′gx = g′x 说明 g′ ∈ g′′gHx ⊆ HxgHx。

现在 Hx 不可能是 G，否则 |X| = 1。如果 Hx < K < G，取 g ∈ K − Hx，那么 K ⊇
Hx ∪HxgHx = G，矛盾。

定理 0.2.3. 如果 G 在 X 上的作用是双传递的，那么任何正规子群 N � G 在 X 上的作用要

么是平凡的，要么是传递的。

证明. 如果 N 的作用不是平凡的，那么 ∃x ∈ X,n ∈ N,nx 6= x。那么对于任何 y 6= y′, y, y′ ∈ X：

考虑偶对 (x, nx), (y, y′)，存在 g ∈ G 使得 gx = y, gnx = y′。

因此 y′ = (gng−1)y，并且 gng−1 ∈ N，从而是传递的作用。

定理 0.2.4 (Iwasawa). 如果 G 在 X 上的作用是双传递的，并且：

• 存在 x ∈ X，使得 Stabx 包含一个 Stabx 的 Abel 正规子群 U，并且 U 在 G 中的全体

共轭子群生成了 G。

• [G,G] = G。

那么 G/K 是单群，其中 K 是群作用的核。

证明. 假定 K ≤ N ≤ G，并且 N �G。现在取 H = Stabx，那么 NH = HN 是 G 的包含 H

的子群，由定理 0.2.20.2.2NH = H or G。由定理 0.2.30.2.3 N 在 X 上的作用是平凡或者传递的。

如果 NH = H，那么 N 固定 x，从而在 X 上作用不是传递的。因此 N 在 X 上的作用是

平凡的，于是 N ⊆ K，从而只能有 N = K。

如果 NH = G，那么取 U 为满足要求的 Abel 子群，U �H。从而 NU �NH = G。对于

任何 g ∈ G，gUg−1 ⊆ g(NU)g−1 = NU。因此由 U 的假定，NU = G。

因此 G/N = NU/N ∼= U/(N ∩ U)，U 的 Abelian 性说明 G/N 也是如此，因此 N ⊇
[G,G] = G，从而 N = G。

0.2.2 PSL2(F )

定理 0.2.5. 对于域 |F | ≥ 4，PSL2(F ) 是单群。

使用 Iwasawa 定理 0.2.40.2.4，考虑 SL2(F ) 在 P 1(F ) 上的作用。
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命题 0.2.6. SL2(F ) ↷ P 1(F ) 的作用是双传递的。

这是简单的，将两条不同的 1 维子空间对应地拉至目标子空间即可，再调整系数使之落入
SL。

命题 0.2.7. 这个作用的核 K 是 SL2(F ) 的中心。

它一定是纯量阵 rI 和 SL2 的交。（这一事实对于 n > 2 也成立：因为 GLn(F ) 的中心是

纯量阵 rI：只需观察 In + c · Eij 的中心化子即可。）

命题 0.2.8.
(
1

0

)
· F 的稳定化子包含一个满足 Iwasawa 定理要求的 Abel 正规子群。

证明. 计算知稳定化子群为：

{

(
a b

0 1/a

)
|a ∈ F×, b ∈ F}

那么计算知 U = {

(
1 b

0 1

)
|b ∈ F} 满足要求。

正规性和 Abel 都是简单的，其共轭子群生成 SL2(F ) 是因为(
1 0

−λ 1

)
=

(
0 −1
1 0

)(
1 λ

0 1

)(
0 −1
1 0

)−1

并且

(
1 0

1

)
,

(
1 ∗
0 1

)
生成了 SL2(F )。

定理 0.2.9. 对于 |F | ≥ 4，[SL2(F ), SL2(F )] = SL2(F )。

证明. (
a 0

0 1/a

)(
1 b

0 1

)(
1/a 0

0 a

)(
1 −b
0 1

)
=

(
1 b(a2 − 1)

0 1

)
由于 |F | ≥ 4，存在 a2−1 6= 0的情况，于是这说明 U ⊆ [SL2(F ), SL2(F )]。由于交换子群是

正规的，它包含 U 在 SL2(F ) 中的所有共轭子群，这说明了 [SL2(F ), SL2(F )] = SL2(F )。

0.2.3 SLn(F )

定理 0.2.10. 对于任何域 F，n > 2，PSLn(F ) 是单群。

命题 0.2.11. SLn(F ) ↷ Pn−1(F ) 的作用是双传递的，并且作用的核是 SLn(F ) 的中心。

这和 n = 2 的情况没有任何本质区别。

命题 0.2.12.


1

0
...
0

 · F 的稳定化子包含一个满足 Iwasawa 定理要求的 Abel 正规子群。
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证明. 计算知稳定化子群为：

{

(
a ∗
0 M

)
|a · detM = 1}

考虑子群 U = {

(
1 ∗
0 In−1

)
}，这是 Stab 的正规子群：考虑到 (1, 1) 分量的投影。

同时它是 Abel 的，因为它同构于 Fn−1。

Claim 1. n > 2，每个 In + λEij , i 6= j 在 SLn(F ) 中和 In + E12 共轭，其中 λ ∈ F×。

取出 Fn 的一组标准基 ek，设 T 是矩阵 In + λEij 表示的线性变换。记 f1 = λei, f2 =

ej , f3, · · · , fn 是 e1, · · · , ei−1, ei+1, · · · , ej−1, ej+1, · · · , en 的一组排列。
那么 T 在 {fi} 下的表示是 In + E12。即在 GLn(F ) 中，In + λEij = A(In + E12)A

−1。

现在我们对 A 进行一些调整使之成为 SLn(F ) 中的元素。由于 A(ek) = fk，现在定义

Ac(ek) =

fk k < n

cfn, k = n

现在观察知这也是满足要求的 Ac（注意 n ≥ 3，所以变换 cfn 时不会受到 E12 的影响）那

么调整 Ac 的系数 c 即可使之落入 SLn(F ) 中。

Claim 2. In + λEij , i 6= j, λ ∈ F× 生成了 SLn(F )。

只需考虑行变换和列变换总能将 SLn(F ) 变为标准型 In。

定理 0.2.13. [SLn(F ), SLn(F )] = SLn(F )

证明. 首先说明 In + E12 ∈ SLn(F )，这是因为将左上角 2× 2 分块，右下角 (n− 2)× (n− 2)

保持 In，这个问题和 SL2(F ) 的构造没有差别。

现在由于换位子群是正规的。因此 In + λEij 都在换位子群里，进而 SLn(F ) 也是。

0.3 Kan 扩张

0.3.1 Kan 扩张

定义 0.3.1 (右 Kan 扩张). 给定函子 K : M → C, T : M → A，称 T 沿 K 的右 Kan 扩张
是偶对 (R, ε : RK → T )，其中 R ∈ AC，ε : RK → T 是自然变换，并且满足偶对在函子

AK : AC → AM 到 T ∈ AM 的自然变换中是万有的。

注记. 这里万有性的意思是对于任何 (S, α : SK → T )，存在唯一的自然变换 σ : S → R 使得，

α = ε · σK : SK → T，即：
C

M A

K

T

R

S
σ

ε

因此：Nat(S,RanKT ) ∼= Nat(SK, T )，并且这个双射关于 S 是自然的。这实际上说明

Ran : AM → AC 是 AK : AC → AM 的右伴随。同时万有性保证了 RanKT 在自然同构意义下

唯一。
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例子. M 是 C 的子范畴，并且 K : M → C 是嵌入函子时：AK 是指将 C → A 限制成为

M → A。我们现在考虑给定 T : M → A 的延拓 E : C → A。

那么 Ec ∈ A 总是应当满足：

c Ec

m m′ Tm Tm′

f f ′ Ef Ef ′

因此当然可以选取 Ec 为右侧图表的极限锥。

这一结果可以推广到任何 K : M → C 上：

定理 0.3.2 (右 Kan 扩张的逐点极限构造). 考虑逗号范畴 (c ↓ K)：这里的记号是指 1 7→c−→
C

K←−M。

如果 K : M → C, T : M → A 满足

(c ↓ K)
pr→M

T→ A

对每个 c 都在 A 中有极限，记极限锥为 λ，

Rc = lim←−((c ↓ K)→M → A)

并且 g : c→ c′ 诱导了唯一的态射 Rg : lim←−TQc → lim←−TQc′（这里 Qc = prc）使得它和诸极限

锥交换。

因此这定义出了一个函子 R : C → A，对于每个 m ∈ M，λ1Km = εm 诱导了自然变

换 ε : RK → T，这里 1Km 是 (Km ↓ K) 中的元素，于是 Km 对应的极限锥中有一个分量

RKm→ Tm。

(R, ε) 是 T 沿 K 的右 Kan 扩张。

推论 0.3.3. M 是小范畴，A 完备，那么 T : M → A,K : M → C 总有右 Kan 扩张。

推论 0.3.4. 如果 K 是全忠实函子，ε : RK → T 是一个自然同构。

证明. 我们只需说明 RKm = Tm，这是因为考虑 Cone(TQ)，每个 Km → Km′ 由 m → m′

给出，于是给出了 Tm→ Tm′。这就说明了 Tm 是一个顶点。

推论 0.3.5. M 是 C 的全子范畴，函子 T : M → A 沿嵌入 M → C 的扩张 K 的确满足

RK = T，并且 1 : RK → T 使得 R 成为右 Kan 扩张。

类似地，定义左 Kan 扩张，它满足 Lan 是 Ak 的左伴随。自然也有逐点极限构造：

Lc = lim−→((K ↓ c)→M → A)

0.3.2 Kan 扩张的 Coend 公式
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第一章 域扩张

1.1 结论

命题 1.1.1 (维数控制). [F (a1, · · · , an) : F ] ≤
∏
[F (ai) : F ]

证明. 归纳：只需注意对于 L/F，[L(a) : L] ≤ [F (a) : F ]（观察极小多项式）。

这一不等式有如下推广：

命题 1.1.2 (Morandi 1.17,19). K 是 F 的有限扩域，L1, L2 是 K 的子域且都包含 F，那么

[L1L2 : F ] ≤ [L1 : F ] · [L2 : F ]

进一步如果 gcd([L1 : F ], [L2 : F ]) = 1，上述不等式取等。

存在使得上述不等式严格成立的例子。

证明. 假定 L1 = F (a1, · · · , an);L2 = F (b1, · · · , bm)。仿照前述，只需说明：

对于 L/F，[L(a1, · · · , an) : L] ≤ [F (a1, · · · , an) : F ]。

n = 1 时已证。对 n 归纳，假定 n− 1 成立，那么：

[L(a1, · · · , an) : L] = [L(a1, · · · , an−1)(an) : L(a1, · · · , an−1)] · [L(a1, · · · , an−1) : L]

≤ [F (a1, · · · , an−1)(an) : F (a1, · · · , an−1)] · [F (a1, · · · , an−1) : F ]

= [F (a1, · · · , an : F )]

这就说明了结果。现在对于 L1, L2 直接运用上述结果得证。

如果 gcd([L1 : F ], [L2 : F ]) = 1，注意到 [L1L2 : F ] = [L1 : F ] · [L1L2 : L1]，于是

[L1 : F ]|[L1L2 : F ]，对 L2 同理。于是结合前述不等式得证。

取 L1 = L2，[L1 : F ] = 2 时上述不等式严格成立：因为 L1L2 = L1。

定理 1.1.3 (代数扩张的传递性). 如果 L/F,K/L 是代数的，那么 K/F 也是。

证明. 给定 α ∈ K，f(x) = min(α,L)，设诸系数为 cn−1, · · · , c0。现在由于 L/F 是代数的，那

么 L0 = F (cn−1, · · · , c0) 是有限扩张。
于是 α 在 L0 上是代数的。然而

[F (α) : F ] ≤ [L0(α) : F ] = [L0(α) : L0] · [L0 : F ]

两部分都是有限的，因此 α 在 F 上是代数的。

7



1.2 例子

例子. [Q( 4
√
2,
√
3) : Q] = 8

证明. 由于 4 = [Q( 4
√
2) : Q] 是 [Q( 4

√
2,
√
3) : Q] 的因子，并且前述不等式保证了 [Q( 4

√
2,
√
3) :

Q] ≤ 8，于是 [Q( 4
√
2,
√
3) : Q] = 4 或 8。

如果 [Q( 4
√
2,
√
3) : Q] = 4，那么 [Q( 4

√
2,
√
3) : Q( 4

√
2)] = 1，即两个域相同：

√
3 ∈ Q( 4

√
2)。

但是初等计算知
√
3 不可能写成 1, 4

√
2,
√
2, 4
√
8 的 Q− 线性组合，从而完成证明。

例子. K = k(t) 为域 k 的有理函数域，选定 u ∈ K − k，设 u = f(t)/g(t)，其中 f, g ∈ k[t] 并

且 f, g 互素。取 F = k(u)。那么

[K : F ] = max{deg f, deg g}

证明. 由于 K = k(t) = k(u)(t) = F (t)，因此只需计算 min(F, t)。
考虑 p(x) = ug(x)−f(x) ∈ F [x]，那么 t是 p(x)的根，并且 deg p = max{deg f, deg g}。（唯

一使这个结果不成立的可能是m = n并且首项系数消去：但是此时首项系数是 ubn−an，u /∈ K，

于是首项系数非零）

现在只需说明 p(x)在 F 上不可约。首先 u不是 k 上的代数元，否则 [K : k] = [K : F ] · [F :

k]，第二项有限，第一项由前述 t 的零化多项式知有限，于是 [k(t) : k] < +∞，这是不可能的。
因此 u 在 k 上超越，从而 k[u] ∼= k[x]。现在将 p 视为 u 的多项式：p ∈ k[x][u] ⊆ k(x)[u]，

p 关于 u 的次数是 1，于是它在 k(x) 上不可约。

由于 gcd(f, g) = 1，那么 p 在 k[x][u] 中是本原的。于是 p 在 k[x] 上是不可约的。

因此如果 p 在 k[u] 上是可约的，那么将两个因子 qr = p 分别整理成关于 u 的多项式，就

给出了 k[x] 上的分解，与前述矛盾。从而 p 在 k(u) = F 上不可约，这就说明了结果。

例子. 对于一个有理数组成的有限集 {p1, · · · , pn}，如果任何 {
√
p1, · · · ,

√
pn} 的子集元素乘积

都不在 Q 中，那么 [Q(
√
p1, · · · ,

√
pn) : Q] = 2n

证明. 对 n 归纳，n = 0, 1 已证。

由于 [Q(
√
p3, · · · ,

√
pn) : Q] = 2n−2，只需证明 {1,√p1,

√
p2,
√
p1p2} 在其上线性无关。

有归纳假设 [Q(
√
p1,
√
p3, · · · ) : Q] = · · · = 2n−1，因此

√
p1,
√
p2,
√
p1p2 /∈ Q(

√
p3, · · · ,

√
pn)。

假定有 Q(
√
p3, · · · ,

√
pn) 上线性组合：

a+ b
√
p1p2 = c

√
p1 + d

√
p2

其中 a, b, c, d ∈ Q(
√
p3, · · · ,

√
pn)

那么平方后即得

a2 + b2p1p2 − c2p1 − d2p2 = 2(cd− ab)
√
p1p2

由于
√
p1p2 /∈ Q(

√
p3, · · · ,

√
pn)，只能有 cd = ab。

同样对 a− d
√
p2 = c

√
p1 − b

√
p1p2 平方得到 ad = bcp1。于是 a2d = abcp1 = c2dp1，因此

c2d = 0（否则
√
p1 ∈ Q(

√
p3, · · · ,

√
pn)）
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如果 d 6= 0。那么 a+ b
√
p1p2 = d

√
p2，因此 a2 +2ab

√
p1p2 + b2p1p2 = d2p2。于是 ab = 0，

容易验证这不可能发生；同样可以检验 c 6= 0 的情况。

因此这就说明了 {1,√p1,
√
p2,
√
p1p2} 在 Q(

√
p3, · · · ,

√
pn) 上线性无关，从而完成了证明。

1.3 习题

练习 1.1 (Morandi 1.8). K = F (a) 是 F 的有限扩张。对 α ∈ K，定义 Lα : K → K 为

Lα(x) = αx。这是 F 线性变换，证明 det(xI −La) 是 a 的极小多项式 min(F, a)。另外对于何
种 α 有 det(xI − Lα) = min(F, α)？

证明. 由有限单扩张的结构：设 deg min(F, a) = n，那么 1, a, · · · , an−1 是 K 在 F 上的一组基，

观察 La 在其上的作用是 min(F, a) 对应的友矩阵，那么结果成立。
如果 det(xI − Lα) = min(F, α)，那么 min(F, α) 也是 n 次多项式，于是 1, α, · · · , αn−1 是

F− 线性无关的 n 个元素，从而张成了 K，于是 K = F (α)。

因此满足要求的 α 恰好是使得 K = F (α) 成立的那些 α。

练习 1.2 (Morandi 1.10). K 是 F 的扩域，a ∈ K 使得 [F (a) : F ] 是奇数，那么 F (a) = F (a2)，

举例说明结果对 [F (a) : F ] 是偶数不成立。

证明. 有扩域 F ⊆ F (a2) ⊆ F (a)。注意 F (a) = F (a2)(a)，因此 [F (a) : F (a2)] = min(F (a2), a)。

如果 a ∈ F (a2)，那么结论已成立。若否：明显 x2 − a2 是一个 F (a2)[x] 中的零化多项式，

并且是次数最低者（1 次则意味着 a ∈ F (a2)。因此 [F (a) : F (a2)] = 2。

然而 [F (a) : F ] = [F (a) : F (a2)] · [F (a2) : F ]，矛盾。

当 a = 4
√
2 时 F (a) 6= F (a2)。

练习 1.3 (Morandi 1.11: 中间扩环就是扩域). K 是 F 的代数扩张，R 是 K 的子环使得 F ⊆
R ⊆ K，那么 R 是域。

证明. 对于 r ∈ R，假定

rn + cn−1r
n−1 + · · ·+ c0 = 0, ci ∈ F

那么

r−1 =
1

c0
[−rn−1 − · · · − c1] ∈ R

练习 1.4 (Morandi 1.14,15: 域的合成的有限性、代数性). 假定 L1, L2 是 F 的扩域，并且包含

于某个共同的域内：那么 L1L2 是 F 的有限扩域 ⇐⇒ L1, L2 都是；L1L2 是 F 的代数扩域

⇐⇒ L1, L2 都是。

证明. L1L2/F 有限 =⇒ L1, L2 有限：因为 [Li : F ] ≤ [L1L2 : F ] < +∞
L1, L2 是 F 的有限扩域，于是可设 L1 = F (a1, · · · , an);L2 = F (b1, · · · , bm)。那么 L1L2 =

F (a1, · · · , an, b1, · · · , bm)。
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于是

[L1L2 : F ] = [F (a1, · · · , an, b1, · · · , bm) : F ] ≤
∏

[F (ai) : F ]
∏

[F (bi) : F ]

由于有限扩域是代数的，那么上式右侧诸因子都是有限的。

L1L2/F 是代数扩域 =⇒ L1, L2 是。

如果 L1, L2 都是 F 的代数扩域：考虑 L1L2 中在 F 上整的元素（于是等价地就是代数的

元素），由交换代数结果知这些元素构成了包含 L1, L2 的 F 的扩环。

这个环一定是域，因为如果 r 在 F 上是代数的，1/r 也一定如此（倒根方程）。因此这是一

个包含 L1, L2 的域，于是只能是 L1L2。

练习 1.5 (Morandi 1.16: 代数整数不是有限扩张). A 是 Q 在 C 中的代数闭包，那么 [A : Q] =

∞。

证明. 假定 [A : Q] = n，那么对于任何 α ∈ A，其极小多项式次数不超过 n。但是考虑 n+1
√
2 即

得矛盾：因为 xn+1 − 2 是不可约多项式，从而其极小多项式次数为 n+ 1。
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第二章 自同构

2.1 结论

定义 2.1.1. 域扩张 K/F 的 Galois 群定义为全体保持 F 不动的域自同构 K → K 构成的群。

2.1.1 Galois 对应

定理 2.1.2. 对于域扩张 K/F，L 7→ Gal(K/L) 和 H 7→ F(H) 给出了 Gal(K/F ) 的形如

Gal(K/L) 的子群（L 是中间域）和形如 F(S) 的中间域（S ⊆ Aut(K)）之间的一一对应。

我们有更一般的 Galois 对应：

命题 2.1.3 (Morandi 2.12:Galois 联络). S, T 是两个偏序集，如果 f : S → T, g : T → S 分别

逆转偏序（即 s1 ≤S s2 =⇒ f(s2) ≤T f(s1), etc.），并且 s ≤S g(f(s)), t ≤ f(g(t))。那么 Im g

和 Im f 之间有一一对应，这个对应由 s 7→ f(s) 和 t 7→ g(t) 给出。

注记. 将偏序集看成范畴，这实际上给出了 S, T op 之间的一对伴随函子。

2.1.2 Galois 群大小的控制

命题 2.1.4 (有限扩张的 Galois 群有限). 如果 [K : F ] < +∞，那么 |Gal(K/F )| < +∞。

证明. 假定 K = F (a1, · · · , an)，Galois 群中的元素将每个 ai 映到其极小多项式在 K 中的根，

这样的选择个数总是有限的。

现在有更精细的控制：

定义 2.1.5 (特征). 一个特征是指群 G 到域 K 的乘法群 K∗ 的一个群同态。

注记. 取 G = K∗ 后，K 的 F 自同构诱导了 G→ K∗ 的特征。

引理 2.1.6 (Dedekind’s Lemma). 给定不同的特征 τ1, · · · τn : G→ K∗，那么它们在 K 上线性

无关。即 ∑
i

ciτi(g) = 0, ∀g ∈ G

其中 ci ∈ K，那么 ∀i, ci = 0。
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证明. 若否，选择最小的 k 使得存在 k 个特征线性无关并且系数 ci 不全是 0. 由 k 的极小性

∀ci 6= 0。

由于 τ1 6= τ2，取 h ∈ G 使得 τ1(h) 6= τ2(h)。那么：

k∑
i=1

(ciτ1(h))τi(g) = 0

并且
k∑

i=1

(ciτi(h))τi(g) =

k∑
i=1

ciτi(hg) = 0

两式相减：
k∑

i=1

(ci(tau1(h)− τi(h)))τi(g) = 0

对所有 g 成立。由于首项系数为 0，我们给出了 k − 1 个特征的线性组合使得系数不全为零

（c2(τ1(h)− τ2(h))，这和 k 的极小性矛盾。

命题 2.1.7 (有限扩张的 Galois 群大小不超扩张次数). K/F 是有限扩张，那么 |Gal(K/F )| ≤
[K : F ]。

证明. 假设 Gal(K/F ) = {τ1, · · · , τn}，但是 m = [K : F ] < n。取 K 的 F− 基 α1, · · · , αm，那

么 K 上的矩阵

A = (τi(αj)) 1≤i≤n
1≤j≤m

的秩满足 rank(A) ≤ m < n。

因此 A 的行向量是线性相关的，即
∑

i ciτi(αi) = 0, ∀j，并且 ci 不全为 0。
现在考虑域自同构诱导的 G = K∗ → K∗ 的特征，容易验证在生成元上作用得到的行向量

线性相关说明了这些特征线性相关：

假定 g =
∑

j ajαj，那么∑
i

ciτi(g) =
∑
i

ciτi(
∑
j

ajαj) =
∑
j

aj(
∑

ciτjαj) = 0

那么由 Dedekind 引理，ci = 0, ∀i，矛盾。

定义 2.1.8. 称代数扩张 K/F 是 Galois 的，如果 F = F(Gal(K/F ))

命题 2.1.9 (Galois 扩张时取等). G 是 K 的一些自同构构成的有限群，F = F(G)，那么 |G| =
[K : F ]，于是 G = Gal(K/F )。

反过来，有限扩张 K/F 是 Galois 的如果 |Gal(K/F )| = [K : F ]

证明. 由于 G ⊆ Gal(K/F )，|G| ≤ |Gal(K/F )| ≤ [K : F ]。假定 |G| < [K : F ]，取 n = |G|，
α1, · · · , αn+1 ∈ K 在 F 上线性无关，G = {τ1, · · · , τn}。

再次考虑矩阵

A = (τi(αj)) 1≤i≤n
1≤j≤n+1
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那么 A 的列向量是 K− 线性相关的。无妨选取最小的 k 使得存在 k 列（无妨为前 k 列）使得：

k∑
i=1

ciτj(αi) = 0, ∀j

这里 ci ∈ K。k 的极小性说明 ∀i, ci 6= 0。

进一步假定 c1 = 1。现在选出一个 σ ∈ G，作用到前述式子上，由于 σ ◦ τj 只是对全体 τj

进行重排，就有：
k∑

i=1

σ(ci)τj(αi) = 0, ∀j

由于 c1 = 1，将两式相减就有
k∑

i=2

(ci − σ(ci))τj(αi) = 0

极小性说明 ∀i, ci − σ(ci) = 0。因此每个 G 中的元素都固定了 ci，从而 ci ∈ F(G) = F。

然而如果每个 ci 都是 F 中元素，那么 0 = τj(
∑k

i=1 ciαi)，于是
∑k

i=1 ciαi = 0，这和 αi 的

选取矛盾。

因此这说明只能有 |G| = [K : F ]，从而 G = Gal(K/F )。

反过来如果 |Gal(K/F )| = [K : F ]，那么考虑 L = F(Gal(K/F ))，则 F ⊆ L。上一半命题

说明 Gal(K/F ) = Gal(K/L)。

于是有

[K : F ] = |Gal(K/F )| = |Gal(K/L)| = [K : L] ≤ [K : F ]

，这说明 [K : F ] = [K : L]，从而 L = F。

2.2 例子

命题 2.2.1 (单扩张是 Galois 扩张的条件). K/F 是域扩张，a ∈ K 是 F 上的代数元，那

么 |Gal(F (a)/F ) 为 min(F, a) 在 F (a) 中的不同根的个数。从而 F (a)/F 是 Galois 的 ⇐⇒
min(F, a) 在 F (a) 中有 n 个不同的根，n = deg min(F, a)。

证明. F− 自同构完全由其在 a 上的作用决定，于是 |Gal(F (a)/F )| ≤ n：因为它将 a 映到

min(F, a) 在 F (a) 中的根（这不会超过 n 个选择）

反过来对于 min(F, a) 在 F (a) 中的另一个根 b，将 a 映到 b 确实直接诱导了一个 F− 自同
构。因此这就说明了 |Gal(F (a)/F ) 为 min(F, a) 在 F (a) 中的不同根的个数。

现在 [F (a) : F ] = deg min(F, a)，由命题 2.1.92.1.9知这等价于 min(F, a) 在 F (a) 中有 n 个不

同的根。

例子 (对称多项式，Galois 反问题). 取 K = k(x1, · · · , xn)，那么有 Sn 在 K 上的自同构：对 x

的下指标做置换。现在考虑 F = F(Sn)，那么 K/F 是 Galois 扩张，并且 Gal(K/F ) = Sn。由

于每个群 G 都是某个 Sn 的子群，再次考虑 F(G) 即可得到以 G 为 Galois 群的 Galois 扩张。
考虑初等对称多项式：

s1 = x1 + · · ·+ xn, · · · , sn = x1x2, · · · , xn

。那么 k(s1, · · · , sn) ⊆ F，我们将会说明实际上它就是 F。
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例子 (Morandi 2.8: 置换不可约多项式的根). 假定 a ∈ C 并且是 Q 上的代数元，p(x) =

min(Q, a)，b 是 p 在 C 中的根。那么 σ : Q(a)→ C 是一个 Q− 同态。

例子 (Morandi 2.9: 并不总能任意置换多项式的根). 考虑 f(x) = x4 − 2x3 + 7x2 − 6x + 12 的

两根 i
√
3, 1 + i

√
3，K 是 f 的全体根在 Q 上生成的扩域。不存在 K 的自同构将 i

√
3 映为

1 + i
√
3。

证明. 假设存在，那么 −3 = σ(−3) = −2 + 2i
√
3，矛盾。

注记. 这实际上是因为 i
√
3, 1 + i

√
3 位于 f 的两个不可约分支内。现在结合前一例子就说明了

f 不可约（前一例中那样的 σ 会导出这里的矛盾）。

例子 (Morandi 2.10). 判断下列扩域是否是 Galois 的：

1. Q(ω)/Q，ω 是三次单位根

2. Q( 4
√
2)/Q

3. Q(
√
5,
√
7)

证明.

1. 是，因为 min(Q, ω) = x3 − 1，1, ω, ω2 是 Q(ω) 中的三个不同的根。

2. 不是，因为 min(Q, 4
√
2) = x4 − 2，但是 Q( 4

√
2) 中只有 ± 4

√
2 两个不同的根。

3. 是，因为 Q(
√
5,
√
7) = Q(

√
5+
√
7)，而

√
5+
√
7在 Q上的极小多项式是 x4−24x2+109。

它在 Q 上不可约，于是确实是极小多项式。

它的其他根为 ±
√
5±
√
7，都落在 Q(

√
5,
√
7) 中。

例子 (Morandi 2.13). K = k(x) 是 k 上有理函数域，定义 K 的自同构 σ, τ 为：

σ(f(x)/g(x)) = f(1/x)/g(1/x)

τ(f(x)/g(x)) = f(1− x)/g(1− x)

计算 {σ, τ} 的不动域 F，Gal(K/F )，并找到 h 使得 F = k(h)

证明. 注意到 {σ, τ} 在 Aut(K) 中生成的子群为

{id, σ, τ, στ, τσ, στσ} ∼= S3

那么由命题 2.1.92.1.9知 K/F 是 Galois 的，并且 [K : F ] = 6, Gal(K/F ) = S3

现在计算 F：注意 Gal(K/F ) 的 6 个元素作用到 x 上分别是：

x,
1

x
, 1− x,

x− 1

x
,

x

x− 1
,

1

1− x

设它们分别为 s1, · · · , s6，那么 Gal(K/F ) 的作用只不过是对 s1, · · · , s6 进行置换。
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现在考虑初等对称多项式 t2 = s1s2 + s1s3 + · · ·+ s5s6：经计算它是

(x2 − x− 1)(x4 − 2x3 + 5x2 − 4x+ 1)

(x− 1)2x2

于是由第 1.2 节第 1.2 节知 [K : k(t2)] = 6，但是另一方面 k(t2) ⊆ F，于是只有 k(t2) = F。

• k(x)/k 的 Galois 群

例子 (Morandi 2.14,15). K = k(x) 是 k 上有理函数域，对于 u ∈ K 证明 K = k(u) 当且仅当

u = (ax+ b)/(cx+ d)，a, b, c, d ∈ K 并且 det
(
a b

c d

)
6= 0

进一步，每一个 k 上的可逆 2 × 2 矩阵

(
a b

c d

)
都决定了 Gal(k(x)/k) 的一个元素 x 7→

(ax+ b)/(cx+ d)。反过来，证明每个 Gal(k(x)/k) 中的元素都具有如上形式。

因此作为推论就得到

Gal(k(x)/k) ∼= PGL2(k)

。

证明. 假定 K = k(u)，那么 [k(x) : k(u)] = 1，从而 u 一定能写成两个不超过一次的多项式的

比（第 1.2 节第 1.2 节），因此直接验证即得到结果。
现在对于 τ ∈ Gal(k(x)/k)，由于 x 在 k 上生成了 k(x)，那么 τ(x) 也能在 k 上生成 k(x)，

从而 τ(x) 一定具有前述形式，这就完成了证明。

我们来考虑一些特例：

练习 2.1 (Morandi 2.16). k = R，A 为旋转 2π/3 给出的 2× 2 矩阵。那么 A 在 Gal(k(x)/k)

中生成了一个 3 阶子群 G。F 是 G 的不动域，于是 k(x)/F 是 Galois 的。

现在考虑 u = x+Ax+A2x =
3x3 − 9x

3x2 − 1
，由第 1.2 节第 1.2 节知 [k(x) : k(u)] = 3，但是 k(u) ⊆ F，

因此 F = k(u)。

练习 2.2 (Morandi 2.17). k = Fp，ϕ : k(x)→ k(x) : x 7→ x+1，于是这生成了 Gal(k(x)/k) 的

p 阶子群。F 是这个子群的不动域，于是 k(x)/F 是 Galois 的。
现在考虑 u = x(x+ 1) · · · (x+ p− 1) = xp − x，那么 [k(x) : k(u)] = p，而 k(u) ⊆ F，于

是 F = k(u)。

更一般地，对于特征 p 域 k，a ∈ k，ϕ : k(x)→ k(x) : x 7→ x+a。同样地取 u = xp−ap−1x，

那么不动域 F = k(u)。

2.3 习题

练习 2.3 (Morandi 2.2). R 的域自同构只有恒等。

证明. 首先自同构 σ 满足 σ|Q = id。对于 a > 0，设 a = b2, b 6= 0。那么 σ(a) = σ(b)2 > 0。因

此 σ 是单调增的 R→ R 的映射。
由于 Q 在 R 中稠密，这直接说明了 σ = id。
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练习 2.4 (Morandi 2.6). charF 6= 2，扩域 K 满足 [K : F ] = 2。证明 K = F (
√
a)，并且这个

扩张是 Galois 的。

证明. 假定 {1, α} 是 K 在 F 上的一组基，那么 α2 = c1 + c2α, ci ∈ F。

因此 (α − c2/2)
2 = c1 + c22/4，并且 {1, α − c2/2} 仍然是 K 在 F 上的一组基，这就说明

了结果。

现在假定 K = F (
√
a)，min(F,

√
a) = x2 − a，但是 −

√
a 也在 F ( a

√
) 中并且

√
a 6= −

√
a，

因此由单扩张是 Galois 扩张的判别，知它确实是 Galois 的。

练习 2.5 (Galois 扩张不具有合成性). F ⊆ L ⊆ K。如果 K/L，L/F 是 Galois 的，那么 K/F

不一定是 Galois 的。
反过来如果 K/F 是 Galois 的，那么即使 K/L 是 Galois 的，我们也不能推出另一部分扩

域 L/F 是 Galois 的。
然而 K/F 是 Galois 的能说明对于任何中间域 L，K/L 是 Galois 的：这实际上是 Galois

基本定理的一部分，这里先不证明。

证明. 考虑 Q( 4
√
2)/Q(

√
2)/Q。注意：

Q(
4
√
2) = Q(

√
2)(

4
√
2)

而 min(Q(
√
2), 4
√
2) = x2 −

√
2，因此 [Q( 4

√
2) : Q(

√
2)] = 2，另一方面 x2 −

√
2 在 Q( 4

√
2) 中恰

好有两个不同的根 ± 4
√
2，因此这个扩张是 Galois 的。

但是 Q( 4
√
2)/Q 不是 Galois 扩张。

反过来，考虑 K = Q( 3
√
2, ω)，这里 ω 是三次单位根，则 K/Q 是 Galois 扩张。并且：

Q( 3
√
2, ω)/Q( 3

√
2) 是 Galois 扩张，但是 Q( 3

√
2)/Q 不是。
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第三章 正规扩张

3.1 结论

定义 3.1.1 (分裂). 给定扩域 K/F，f ∈ F [x]。称 f 在 K 上分裂如果 f 可以分解为 K[x] 中若

干一次因式的乘积，即可以写成 a
∏
(x− αi) 的形式，其中 a ∈ F, αi ∈ K。

定义 3.1.2 (分裂域). 扩域 K/F，f ∈ F [x]. 称 K 是 f 的分裂域，如果 f 在 K 上分裂并且

K = F (α1, · · · , αn)，这里 αi 是 f 的根。更一般地给定非常值 F− 多项式的集合 S，称 K 是

S 的分裂域，如果每个 f ∈ S 都在 K 上分裂，并且 K = F (X)。这里 X 是全体 f 的所有根。

3.1.1 分裂域的存在性、代数闭包

容易观察到只要能找到一个扩域使得多项式 f 分裂，那我们选取其根生成的子域就得到了

分裂域。前者存在是因为：

定理 3.1.3 (单个多项式分裂域存在). f(x) ∈ F [x]，deg f = n，那么存在 K/F 使得 [K : F ] ≤ n，

并且 K 包含 f 的一个根。因此存在 L/F 使得 [L : F ] ≤ n!，并且 f 在 L 上分裂

证明. 取 K 为 F [x]/(p(x)) 即可。

推论 3.1.4. 当 S 是有限集时，分裂域存在。

对于一般的情况，我们采用类似的思路：找到一个代数扩张的最大者（这样所有多项式都

分裂），然后再选好子域得到分裂域。前者就是代数闭域。

引理 3.1.5. 对于一个域 K，如下等价：

1. 不存在除 K 自身以外的代数扩张

2. 不存在除 K 自身以外的有限扩张

3. 对于域扩张 L/K，K 在 L 中的代数闭包是自身

4. 每个 f ∈ K[x] 在 K 上分裂

5. 每个 f ∈ K[x] 在 K 中有根

6. K 上的每个不可约多项式次数均为 1。

满足这样性质的域称为代数闭域。
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证明. 1 =⇒ 2 显然。

2 =⇒ 3：如果 a 是 K 上的代数元，那么 K(a)/K 是有限扩张。于是 K(a) = K, a ∈ K。

3 =⇒ 4：f ∈ K[x]，L 是 f 在 K 上的分裂域。那么 L/K 是有限扩张，从而是代数扩张，

从而 L = K，从而 f 在 K 上分裂。

4 =⇒ 5 显然。

5 =⇒ 6 显然。

6 =⇒ 1 给定代数扩张 L/K，a ∈ L，p(x) = min(K, a)，那么 deg p = 1，于是 a ∈ K，从

而 L = K。

我们来证明代数闭域的存在性，很容易意识到应该使用 Zorn 引理，但这里有一些集合论上
的小技巧。

引理 3.1.6. 如果 K/F 是代数扩张，那么 |K| ≤ max{|F |, |N|}。

证明. 对多项式根直接计数即可。

定理 3.1.7. 域 F 存在代数闭包。

证明. 选择一个包含 F 的集合 S 使得 |S| > max{|F |, |N|}。A 为全体 F 在 S 中的代数扩张依

包含关系构成的偏序集。

由 Zorn 引理选出极大元 M。假定有代数扩张 L/M，那么

|L| ≤ max{|M |, |N|} ≤ max{|F |, |N|} < |S|

因此存在单射 f : L→ S，并且 f |M = id，于是通过 f 将 L 的域结构诱导到 f(L) 上，这就给

出了扩域 f(L)/M，并且 f(L) 是 M 的代数扩张。而 M 是 F 的代数扩张，从而 f(L) 是 F 的

代数扩张（定理 1.1.31.1.3）。
M 的极大性说明 f(L) = M，由于 f |M = id，因此 L = M。从而 M 满足要求。

于是分裂域的存在性立刻得证：在代数闭包中将根添加进 F。特别地：

推论 3.1.8. 全体 F 上非常值多项式生成的分裂域是 F 的代数闭包：因为 F 的代数闭包是极

大的代数扩张，只能通过把所有根添加进去得到。

3.1.2 分裂域的唯一性、扩张同构定理

引理 3.1.9 (单根之间的转移). 给定域同构 σ : F → F ′，f(x) 不可约，α 是 f 在某个扩张 K/F

的根，α′ 是 σ(f) 在某个扩张 K ′/F ′ 中的根，那么存在同构 τ : F (α)→ F ′(α′)，使得 τ(α) = α′，

τ |F = σ。

证明. 这是因为单扩张有着明确的结构 F [x]/(f)，直接考虑 F [x]/(f)→ F ′[x]/(f ′) 即可。

引理 3.1.10 (分裂域之间的转移). 给定域同构 σ : F → F ′，K/F 是 {fi} 在 F 上的分裂域。域

同态 τ : K → K ′ 满足 τ |F = σ。那么 τ(K) 是 {τ(f ′
i)} 在 F ′ 上的分裂域。

证明. 直接验证：τ(f ′
i) 的分裂性显然，生成是因为 τ(K) 当然由 K 在 F 上的生成元的像决

定。
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定理 3.1.11 (扩张同构定理). 给定域同构 σ : F → F ′，S 是一族 F 的多项式，S′ = σ(S)。

K,K ′ 分别为 S, S′ 在 F, F ′ 上的分裂域，那么存在域同构 τ : K → K ′，使得 τ |F = σ。更

进一步对于 α ∈ K，以及任意一个 σ(min(F, α)) 在 K ′ 中的根，都可以选取 τ 满足 τ(α) = α′。

证明. 取 S 为全体 (L,ϕ) 满足 L 是 K 的子域，ϕ : L→ K ′ 是 σ 的延拓，偏序关系由域的包含

和 ϕ 的限制相同给出。

S 是非空的，并且满足 Zorn 引理条件，选出极大元 (M, τ)。如果 M 6= K，那么存在

f ∈ S 使得它不在 M 上分裂。选出这个 f 对应的不在 M 中的根 α，p(x) = min(F, a)。再取
p′ = σ(p) ∈ F ′[x]，α′ 为 f ′ 的某个根（这个根存在因为 p′ 整除 f ′，并且 f ′ 在 K ′ 上分裂）

由引理 3.1.93.1.9，存在 ρ : M(α)→ τ(M)(α′) 是 τ 的延拓。那么这和 (M, τ) 的极大性矛盾。

因此 M = K，从而引理 3.1.103.1.10说明 τ(K) ⊆ K ′ 是 S′ 的分裂域，于是 τ(K) = K ′。但

是满域同态是同构，因此这就完成了证明，我们这样构造出的更大 τ 也的确是满足 τ(α) = α′

的。

推论 3.1.12. 给定域 F 上的一族多项式 S，其任何两个分裂域都是 F− 同构的，特别地，代数
闭包总是 F− 同构的。

推论 3.1.13. 任何 F 的代数扩张 K 都 F− 同构于某个代数闭包 N 的子域。

证明. 考虑 K 的代数闭包 M，由定理 1.1.31.1.3它也是 F 的代数扩张，从而 M 是 F 的代数闭包。

考虑 F− 同构 f : M → N，那么 K → f(K) 即为所求。

3.1.3 正规扩张

定义 3.1.14 (正规扩张). 称 K/F 是正规的，如果 K 是 F 上某些多项式的分裂域。

命题 3.1.15 (正规扩张的几种看法). 给定代数扩张 K/F，以下等价：

1. K/F 是正规的

2. 如果 M 是 K 的代数闭包，τ : K →M 是 F− 同态，那么 τ(K) = K

3. 如果 F ⊆ L ⊆ K ⊆ N，σ : L→ N 是 F−同态，那么 σ(L) ⊆ K，并且存在 τ ∈ Gal(K/F )

使得 τ |L = σ

4. 对于任何不可约 f(x) ∈ F [x]，只要 f 在 K 中有根，f 就一定在 K 上分裂。

证明. 1 =⇒ 2：由引理 3.1.103.1.10，τ(K) ⊆ M 也是分裂域。于是 K, τ(K) 是由相同的元素在 F

上生成的（全体多项式的根）。

2 =⇒ 3：假定 F ⊆ L ⊆ K ⊆ N，以及 F− 同态 σ : L→ N。由于 L ⊆ K，于是 L/F 是

代数扩张，从而 σ(L) ⊆ N 在 F 上是代数的。

令 M ′ 是 F 在 N 中的代数闭包，M 是 M ′ 的代数闭包（于是由定理 1.1.31.1.3也是 K 的代数

闭包）。现在由定理 3.1.113.1.11，存在 ρ : M →M，使得 ρ|L = σ。

再取 τ = ρ|K，那么由条件 2，τ(K) = K。因此 σ(L) = τ(L) ⊆ τ(K) = K，并且 τ ∈
Gal(K/F )。
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3 =⇒ 4：假定 f 在 F 上不可约，α ∈ K 是根。取 L = F (α) ⊆ K，N 是 K 的代数闭包。

对于任何 f 的根 β ∈ N，由引理 3.1.93.1.9存在 F−同态 σ : L→M : α→ β。由条件 3，σ(L) ⊆ K，

因此 β ∈ K。从而 f 的根都在 K 中，即 f 在 K 上分裂。

4 =⇒ 1：K 是全体 {min(F, a)|a ∈ K} 的分裂域。

作为推论：

推论 3.1.16. 如果 K/F 是正规扩张，那么它是 {min(F, a)|a ∈ K} 的分裂域。

下面给出正规扩张的一个性质：

命题 3.1.17 (Morandi 3.13: 正规扩张中多项式的各个不可约因子次数相同). K/F 是正规扩

张，f 是 F [x] 中的不可约多项式，g1(x), g2(x) 是 K[x] 的任意两个首一不可约因子，那么存在

σ ∈ Gal(K/F ) 使得 σ(g1) = g2。

于是自然它的各个不可约因子次数相同。

证明. 取 K 的代数闭包 M，假设 α1, α2 ∈ M 分别从属于两个（K 中的）不可约因子 g1, g2，

那么由扩张同构定理存在 F− 自同构 σ : M →M 使得 σ(α1) = α2。

现在考虑 τ = σ|K : K → M 是 F− 同态，那么 τ(K) = K，于是 σ(g1) ∈ K[x]，并且

x− α2|σ(g1)，从而 g2|σ(g1)（因为 g2 是 α2 在 K[x] 中的极小多项式）。

然而 g1 在 K[x] 中是不可约的，σ 是 K 的自同构，于是 σ(g1) 也在 K[x] 中不可约，因此

σ(g1) = g2。

3.2 例子

例子 (Morandi 3.8). 计算 x6 + 1 在 Q 和 F2 上的分裂域的次数。

证明. Q：x6 + 1 = (x2 + 1)(x4 − x2 + 1)。其在 C 中的所有根是 ±i 和 ±
√

1±
√
3i

2
。

计算知 L = Q(

√
1 +
√
3i

2
) 包含了所有的根：因此这是分裂域。生成元

√
1 +
√
3i

2
的极小

多项式是 x4 − x2 + 1，因此次数为 4.
F2：x6 + 1 = (x+ 1)2(x2 + x+ 1)2，于是其分裂域是 F2 的唯一的二次扩域。

例子 (Morandi 3.9). 计算 x4 − 7 在 Q，F5 和 F11 上的分裂域。

证明. Q：明显 Q( 4
√
7, i) 即为所求。

F5：考虑 F5[t]/(t
4 − 7)，由于 x4 − 7 不可约因此它生成了极大理想，从而上述的确是域。

在这个域中 x4 − 7 = (x − t)(x − 2t)(x − 3t)(x − 4t)：因为 (kt)4 − 7 = k4t4 − 7 ≡ t4 − 7

mod 5，从而的确是分裂域。

F11：x4 − 7 = x4 + 4 = (x2 − 2x+ 2)(x2 + 2x+ 2)，考虑 F11[t]/(t
2 + 1)，那么在这个域中

x4 − 7 = (x− t− 1)(x− t+ 1)(x+ t− 1)(x+ t+ 1)，从而的确是分裂域。

例子 (Morandi 3.17: 对称多项式是初等对称多项式的多项式). K = k(x1, · · · , xn)，Sn 作用在

K 上。给定对称多项式 f ∈ k[x1, · · · , xn]（即 σ(f) = f, ∀σ ∈ Sn），证明 f ∈ k[s1, · · · , sn]。
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证明. 取不动域 F = F(Sn)，考虑扩环 k[s1, · · · , sn] ⊆ F ∩ k[x1, · · · , xn]。
这是整扩张，因为每个 xi 都在 k[s1, · · · , sn]上整：(t−x1) · · · (t−xn) = tn− s1t

n−1+ · · ·+
(−1)nsn，从而 xi 是右侧这个多项式的根。

我们来说明诸 si 在 k 上是代数独立的：假定 g(s1, · · · , sn) = 0，但 g 不是零多项式。对单项

式（或更准确地说：全体 n−数组）定义 S−序：xa11 · · ·xann >S xb11 · · ·xbnn ⇐⇒ aj + · · ·+an >

bj + · · ·+ bn，其中 j 是最小使得 aj + · · ·+ an 6= bj + · · · bn 的 j。

假定 g(t1, · · · , tn)中 ta1−a2
1 ta2−a3

2 · · · tann 是在 S−序下的第一项，那么直接验证知 xa11 · · ·xann
是将 g(e1, · · · , en) 展开为 xi 的多项式后按字典序排序的第一项，于是我们证明了 g 在 S− 序
的首项是 0，以此类推我们说明了所有项都必须是 0，从而就说明了 g 是零多项式。

因此 k[s1, · · · , sn] ∼= k[t1, · · · , tn]：然而域上多项式环是 UFD，从而是整闭的，因此 F ∩
k[x1, · · · , xn] = k[s1, · · · , sn]，从而完成了证明。

3.3 习题

练习 3.1 (Morandi 3.1: 有限个多项式分裂域等价于单个多项式分裂域). K 是 {f1, · · · , fn} 在
F 上的分裂域 ⇐⇒ 它是 f1 · · · fn 在 F 上的分裂域：这是由定义直接验证的。

练习 3.2 (Morandi 3.2,3: 分裂域是最小使得 S 分裂的域). K 是多项式族 S ⊆ F [x] 在 F 上的

分裂域。如果 L 是 K/F 的中间域，并且每个 f ∈ S 都分裂，那么 L = K。

更进一步对于任何中间域 L，K 都是 S 在 L 上的分裂域。这是由定义直接验证的。

练习 3.3 (Morandi 3.5: 正规扩张不具有合成性). F ⊆ L ⊆ K，K/L 和 L/F 都正规，但是

K/F 可以不正规。

证明. 再一次考虑 Q( 4
√
2)/Q(

√
2)/Q：Q(

√
2)/Q 是正规的：因为它是 x2 − 2 在 Q 上的分裂域；

同理 Q( 4
√
2)/Q(

√
2) 是 x2 −

√
2 在 Q(

√
2) 上的分裂域。

但是 Q( 4
√
2)/Q不是正规的，因为不可约多项式 x4− 2在 Q( 4

√
2)中有根，但是不分裂。

练习 3.4 (Morandi 3.6,7). K/F 满足 [K : F ] = m，以及 F 上的不可约多项式 f 满足 deg f = n，

并且 gcd(m,n) = 1。那么 f 在 K 上也不可约。

例子：x5 − 9x3 + 15x+ 6 在 Q(
√
2,
√
3) 上不可约。

证明. 假设 K 的某个扩域 N 包含 f 的一个根 α，那么考虑

[K(α) : F ] = [K(α) : K] · [K : F ] = [K(α) : F (α)] · [F (α) : F ]

故 mn|[K(α) : F ]。

另一方面

[K(α) : F ] = [K(α) : K] · [K : F ] ≤ [F (α) : F ] · [K : F ] = mn

于是 [K(α) : K] = n，即 α 在 K 上的极小多项式也是 n 次的，从而还是 f。故 f 在 K 上也

不可约。
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练习 3.5 (Morandi 3.10,11). f 是素数次的 F 上多项式，如果对每个扩张 K/F，f 在 K 中有

根 =⇒ f 在 K 上分裂，那么要么 f 在 F 上不可约，要么 f 在 F 中有根（于是由条件分裂）。

作为特例：

1. f(x) = xp − a，char(F ) = p, a ∈ F

2. f(x) = xp − x− a，char(F ) = p, a ∈ F

3. f(x) = xp − a，char(F ) 6= p，F 包含 ω 使得 ωp = 1, ω 6= 1。

都满足前述条件。

证明. 假设 f 在 F 中没有根，那么考虑 f 在 F 上的分裂域 K = F (a1, · · · , ap)，这里 ai 是 f

的根。

那么由条件 F (ai) = F (a1, · · · , ap)，于是 f 在 F 上的每个不可约因子次数都相同：它们都

是 [F (ai) : F ] = [F (a1, · · · , ap) : F ]。但是 deg f = p，于是这些不可约因子要么全为 1（于是分

裂），要么是 p（于是不可约）。

我们来验证三种情况

1. 如果 xp − a 在 K 中有根 r，那么 xp − a = (x− r)p 从而分裂。

2. 如果 xp − x− a 在 K 中有根 r，那么 r, r + 1, · · · , r + p− 1 都是根从而分裂。

3. 如果 xp − a 在 K 中有根，那么 r, ωr, · · · , ωp−1r 都是根从而分裂。

练习 3.6 (Morandi 3.12). K 是域，σ ∈ Aut(K) 并且阶无限，F 是 σ 的固定域。如果 K/F 是

代数的，那么它是正规扩张。

证明. 对于任何 F 上的不可约多项式 f，如果它在 K 中有根 α，考虑 σi(α)：它们都是 f 的根。

由于 α /∈ F，假定直到 n − 1 我们都得到互异的根（即最小的 n 非零使得 σn(α) = α）：

{α, σ(α), · · · , σn−1(α)}。那么考虑 (x−α) · · · (x− σn−1(α))，注意到 p(x) 在 σ 作用下不动，于

是 p ∈ F [x]。

因此在 F [x] 中 p|f（这是因为考虑带余除法 f = pq + r，那么 r 作为 K[x] 有超过自身次

数个数的根，于是 r = 0），从而 f 的不可约性要求 p = f，于是 f 分裂。

练习 3.7 (Morandi 3.15: 合成域保持正规). 如果 K/F,L/F 正规，那么 KL/F 也正规。反过

来不正确。

证明. 取 KL 的代数闭包，那么它也是 K,L, F 的代数闭包。对于任何 F− 同态 τ : KL→M，

τ(KL) = τ(K)τ(L)。

但是 τ |K , τ |L 仍然都是到代数闭包的 F− 同态，于是由正规扩张知 τ(K) = K, τ(L) = L，

从而 τ(KL) = KL，故 KL/F 正规、

反过来不正确：F = Q,K = Q( 3
√
2), L = Q(i) 即为例子。
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第四章 可分扩张

4.1 结论

4.1.1 可分多项式和可分扩张、Galois 扩张的判别

定义 4.1.1 (可分多项式). 称 F 上的不可约多项式在 F 上是可分的，如果它在分裂域中不含重

根。对于一般的 F 上多项式，称它是可分的如果它的所有不可约因子都是可分的。

利用形式导数，有非常简单的可分性判别：

命题 4.1.2 (可分性判别). f ∈ F [x] 是非常数多项式，那么 f 在分裂域中没有重根 ⇐⇒ 在

F [x] 中 gcd(f, f ′) = 1，这里 f ′ 是形式导数。

证明. 首先互素在扩域 K/F 下是保持的：假设在 F [x] 中 gcd(f, g) = 1，那么存在 F 中多项式

使得 fm + gn = 1，从而在 K[x] 中也是如此，于是在 K[x] 中 (f, g) 生成了 K[x]，从而互素；

反过来如果在 K[x] 中 gcd(f, g) = 1，那么其在 F [x] 中的 gcd 整除在 K 中的 gcd(= 1)，因此

在 F [x] 中互素。

现在我们知道了互素在扩域下是保持的，因此直接在 F 的代数闭包计算即可直接得到结

果。

我们使用上述结果：

命题 4.1.3 (不可约多项式的可分性). 给定不可约多项式 f(x) ∈ F [x]：

1. char(F ) = 0，则 f 可分；char(F ) = p > 0，则 f 可分 ⇐⇒ f ′(x) 6= 0，这当且仅当

f /∈ F [xp]

2. char(F ) = p > 0，则存在 m ≥ 0，使得 f(x) = g(xp
m
)，并且 g(x) ∈ F [x] 是不可约且可

分的。

证明. 第一段是显然的；对于第二段选取 m 为最大的使得 f(x) ∈ F [xp
m
] 的 m。那么 g(x) /∈

F [xp]（否则可以选 m+1），因此 g 可分。g 显然不可约：因为它的分解直接诱导了不可约多项

式 f 的分解。

定义 4.1.4 (可分扩张). 给定域扩张 K/F，α ∈ K 称为可分元如果 min(F, α) 在 F 上可分。如

果每个 α ∈ K 都是可分的，称 K/F 是可分扩张。

定理 4.1.5 (Galois 扩张的刻画). K/F 是代数扩张，下列等价：
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1. K/F 是 Galois 的

2. K/F 是正规且可分的

3. K 是 F 上一族可分多项式的分裂域

证明. 1 =⇒ 2. 假定 K/F 是 Galois 的，α ∈ K。取 α1, · · · , αn 为全体互异的 σ(α), σ ∈
Gal(K/F )。这是有限集，因为它们都是 min(F, α) 的根。

取 f(x) =
∏
(x− αi)。于是对于任何 Gal(K/F ) 的元素 τ，τ(f) = f（因为它诱导了 {αi}

到自身的单射，从而是双射），于是 f ∈ F [x]。从而 min(F, α)|f，因此 min(F, α) 在 K 上分裂，

并且无重根。于是 K 是全体 K 中元素极小多项式的分裂域，并且都可分，因此 K/F 正规可

分。

2 =⇒ 3. 如果 K/F 正规可分，由推论 3.1.163.1.16，K 是 {min(F, a)|a ∈ K} 的分裂域：由定
义这些多项式都是可分的。

3 =⇒ 1. 首先证明 [K : F ] < +∞ 的情况：对 n = [K : F ] 归纳。n = 1 时平凡，假定结果

对扩张次数小于 n 的所有扩域都成立，K 是可分多项式 {fi} 的分裂域。
由于 n > 1，存在 fi 的根 α 不在 F 中，取 L = F (α)，那么 [L : F ] > 1，[K : L] < n。由

于 K 也是 {fi} 在 L 上的分裂域，并且 {fi} 在 L 上也可分（回忆互素和扩域无关），那么归纳

假设说明了 K/L 是 Galois 的。
考虑 H = Gal(K/L)，它是 Gal(K/F ) 的子群。α1, · · · , αr 是 min(F, α) 在分裂域里的根。

由于 fi 可分，那么 min(F, α)也可分。因此 [L : F ] = r。由同构扩张定理，存在 τi ∈ Gal(K/F )

使得 τi(α) = αi。陪集 τiH 两两不交：因为 τ−1
i τj 如果是 H 中的元素，那它保持 α ∈ L：但是

这相当于要求 αi = αj，这不可能发生。

于是

|Gal(K/F )| ≥ r · |H| = [L : F ] · [K : L] = [K : F ]

（倒数第二个等号是因为归纳假设以及 Galois 扩张时不等式取等）
再结合 |G| ≤ [K : F ]，就得到了 |G| = [K : F ]，从而 K/F 是 Galois 的。
现在考虑一般的 K/F：K 是一族可分多项式 S 的分裂域，X 为这些多项式的全体根，那么

K = F (X)。对于 a ∈ F(Gal(K/F ))，我们需要说明 a ∈ F。存在 X 的有限子集 {α1, · · · , αn} ⊆
X，使得 a ∈ F (α1, · · · , αn)。取 L ⊆ K 为 {min(F, αi)} 的分裂域，自然这些 min(F, αi) 都是

可分的。那么由前文对有限扩张的讨论知 L/F 是有限 Galois 扩张。
由命题 3.1.153.1.15，任何一个 F− 自同构 L → L（从而天然是 F− 同态 L → K）都是由

Gal(K/F ) 的某个元素限制得到的。反过来，将 Gal(K/F ) 的元素视作 K 到代数闭包 M 的

F− 同态，那么它限制到 L 上就是 F− 同态 L → M：由命题 3.1.153.1.15，这个同态的像是 L（因

为 L/F 也是正规扩张）。

因此：

Gal(L/F ) = {σ|L|σ ∈ Gal(K/F )}

从而 a ∈ F(Gal(L/F ))（因为 a 在 Gal(K/F ) 的不动域里，而 Gal(L/F ) 的元素全都是由前者

限制得到），但 L/F 是 Galois 的，于是 a ∈ F，从而 F(Gal(K/F )) = F，即 K/F 是 Galois
的。
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推论 4.1.6. L/F 是有限扩张：

1. L/F 是可分的 ⇐⇒ L 包含在 F 的某个 Galois 扩张里。

2. L = F (α1, · · · , αn)，L/F 是可分的 ⇐⇒ 每个 αi 是可分元。

证明.

1. 如果 L ⊆ K，K/F 是 Galois 的，那么 K/F 可分，从而 L/F 可分。反过来如果 L/F 可

分，设 L = F (α1, · · · , αn)，取 K 为 {min(F, αi)} 的分裂域：这是一族可分多项式的分裂
域，从而 K/F 是 Galois 的。

2. 取 K 为 {min(F, αi)} 的分裂域，那么 K/F 是 Galois 的，由前一命题得证。

4.1.2 完美域、纯不可分扩张

定义 4.1.7 (完美域). F 是完美域，如果 F 的代数扩张都可分。

定理 4.1.8 (完美域的刻画). 特征 p 域 F 是完美域 ⇐⇒ F p = F。

作为推论：有限域都是完美的：因为 ϕ(a) = ap 是一个域同态，从而是单的，从而是满的。

证明. 如果 F 完美，考虑单扩张 K = F (α)，α 是 xp − a 的根，那么 xp − a = (x− α)p。然而

K/F 是可分的，于是只能有 α ∈ F，从而 a ∈ F p。

如果 F p = F，K/F 是代数扩张。取 α ∈ K, p = min(F, α)，那么存在 m 使得 p(x) =

g(xp
m
)，g 是不可约且可分的。如果 g = xr + · · · + a1x + a0，存在 bpi = ai, bi ∈ F，于是

p(x) = (
∑

i bix
pm−1i)p。但是 p 不可约，于是 m = 1。从而 p = g 是可分的，因此 α 可分，K/F

可分。

定义 4.1.9 (纯不可分). 给定代数扩张 K/F，称 α ∈ K 是纯不可分的，如果 min(F, α) 在其分
裂域中有且仅有一个根（不计重数），称扩域 K/F 是纯不可分的，如果 K 的元素都是纯不可

分的。

对于特征 p 域 F，α ∈ K 是纯不可分的 ⇐⇒ ∃n, αpn ∈ F：此时 min(F, α) = (x− α)p
n
。

证明. 假如 αpn ∈ F，结论自明。反过来考虑 f(x) = min(F, α)，那么存在可分不可约多项式
g(xp

m
) = f(x)：于是在分裂域中 g(x) = (x−b1) · · · (x−br)，从而 f(x) = (xp

m−b1) · · · (xp
m−br)。

如果 r > 1：由 g 的可分性诸 bi 应当不同；但是由纯不可分性这是不可能的。于是只能有

f(x) = xp
m − b1，那么这就说明了结果。

引理 4.1.10 (纯不可分性质). K/F 是代数扩张

1. α ∈ K 同时是可分和纯不可分元，那么 α ∈ F

2. 如果 K/F 是纯不可分扩张，那么 K/F 是正规的并且 Gal(K/F ) = {id}。特别地如果
[K : F ] < +∞，p = char(F )，那么 [K : F ] = pn
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3. K = F (X)，每个 X 都是纯不可分的，那么 K 也是纯不可分的。

4. F ⊆ L ⊆ K：K/F 是纯不可分的 ⇐⇒ K/L,L/F 都是纯不可分的。

证明. 1. 显然：因为 min(α, F ) 无重根并且只有一个根，于是只能是 x− α

2. 正规性显然：因为每个 min(F, α)都在 K 上分裂。同样每个自同构也只能将 α映到 α，于

是 Galois 群平凡。如果 [K : F ] < +∞，设 K = F (α1, · · · , αn)：注意到 K/L/F 中如果

K/F 纯不可分，那么 K/L,L/F 都是：因此我们只需对单扩张证明，这个情况是显然的。

3. 对于任何 K 中元素 a，存在有限的 αi ∈ X 使得 a ∈ F (α1, · · · , αn)。它是 αi 的多项式之

商：因此充分大的 m 一定能使得 ap
m ∈ F，从而也是纯不可分的。

4. 显然。

定义 4.1.11 (可分闭包和纯不可分闭包). 给定域扩张 K/F：定义全体可分元构成的集合为可

分闭包；全体纯不可分元构成的集合为纯不可分闭包。

注记. 它们都是域：因为推论 4.1.64.1.6说明 a, b 可分 =⇒ F (a, b) 可分，从而可分闭包是域。而上

一命题的证明过程说明了纯不可分闭包是域。

命题 4.1.12 (代数扩张 = 先可分扩张再纯不可分扩张). 给定域扩张 K/F，S, I 分别是可分和

纯不可分闭包，自然它们都是 F 的扩域：S/F 可分，I/F 纯不可分，S ∩ I = F。如果 K/F

是代数扩张，那么 K/S 纯不可分。

证明. 如果 α ∈ K，那么 min(F, α) = g(xp
n
)，g 可分，不可约。于是 a = αpn 是可分的，从而

说明 K/S 是纯不可分的。

推论 4.1.13 (可分具有合成性). F ⊆ L ⊆ K，L/F,K/L 都可分，那么 K/F 也可分。

证明. 取 F 在 K 中的可分闭包，那么 L ⊆ S。由于 K/L 可分，K/S 也可分。但是 K/S 还是

纯不可分的，于是 K = S，从而得证。

一般情况下，我们不能将代数扩张拆成先纯不可分扩张再可分扩张，但是在正规的情况下

这是可以做到的。

定理 4.1.14. K/F 正规，S, I 同上。那么 S/F 是 Galois的，I = F(Gal(K/F ))，并且 Gal(S/F ) ∼=
Gal(K/I)。因此 K/I 是 Galois 的，进一步 K = SI。

证明. a ∈ S，f = min(F, a)：那么它在 K 上分裂。由于 a 在 F 上可分，它没有重根。于是 f

的所有根都是可分的，从而都在 S 中。因此 S/F 正规，从而 Galois。
定义同态 θ : Gal(K/F )→ Gal(S/F ) : σ 7→ σ|S：因为命题 3.1.153.1.15的第二点：（S/F 是正规

的，于是 σ|S 作为 S → K(↪→ K̄) 满足 σ(S) = S）θ 的核是 Gal(K/S)：这是纯不可分扩张，于

是核是平凡的。θ 是满的：因为命题 3.1.153.1.15的第三点。因此 θ 是同构。

下面说明 I = F(Gal(K/F ))：如果 a ∈ I，ap
n ∈ F：那么 ap

n
= σ(a)p

n
：而 xp

n − yp
n
=

(x − y)p
n
，因此 a = σ(a)。反过来如果 b ∈ F(Gal(K/F ))：由于 K/S 是纯不可分的，存在 n
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使得 bp
n ∈ S。选定 τ ∈ Gal(S/F )，存在 σ ∈ Gal(K/F ) 使得 τ = σ|S（θ 是同构），那么

τ(bp
n
) = σ(bp

n
)，而这件事对每个 τ 都成立，于是 bp

n ∈ F(Gal(S/F )) = F。于是 b 在 F 上纯

不可分，从而 I = F(Gal(K/F ))。

因此 Gal(K/F ) = Gal(K/I)。作为推论：K/I 是 Galois 的，于是可分。K 在 SI 上可分：

因为 I ⊆ SI；K 在 SI 上纯不可分，因为 S ⊆ SI，从而 K = SI。

定义 4.1.15 (可分次数和不可分次数). 有限扩张 [K : F ] 的可分次数 [K : F ]s := [S : F ]；不可

分次数 [K : F ]i := [K : S]。

注记. 不可分次数的如此定义是因为我们发现即使 K/F 不可分，仍然有可能 I = F：这说明

[I : F ] 并不是一个好的衡量不可分程度的值——归根结底这源于一般的代数扩张只能拆成先可

分扩张再纯不可分扩张。

命题 4.1.16 (乘法公式). 可分次数和不可分次数也满足乘法公式：即如果 F ⊆ L ⊆ K，那么

[K : F ]s = [K : L]s[L : F ]s; [K : F ]i = [K : L]i[L : F ]i

证明. 引理 8.1.68.1.6

定义 4.1.17 (纯不可分扩张的 p− 维数). F 是特征 p 域，K 是 F 的有限扩张。假定 Kp ⊆ F，

那么这是一个纯不可分扩张。

称 {a1, · · · , an} ⊆ K 是 p− 基，如果如下是真扩张链：F ⊂ F (a1) ⊂ F (a1, a2) ⊂ · · · ⊂
F (a1, · · · , an) = K

证明：对于 Kp ⊆ F 的扩张 K/F，如果 {a1, · · · , an} 是 p− 基，那么 [K : F ] = pn。

进一步证明：对于任何纯不可分扩张 K/F，都存在一族前述形式的升链使得相邻两个域扩

张次数为 p：这样的 {ai} 称为纯不可分扩张的 p− 基。

证明. 通过归纳，只需证明 [F (a1, · · · , ai+1) : F (a1, · · · , ai)] = p。由于这是真扩张，于是次数

> 1。

api+1 ∈ F ⊆ F (a1, · · · , ai)，于是 min(F (a1, · · · , ai), ai+1) = (x − ai+1)
p（回忆对纯不可分

元的刻画定义 4.1.94.1.9）。
因此 [F (a1, · · · , ai+1) : F (a1, · · · , ai)] = p。

下面来看一般的情况：对于 α1 ∈ K − F，存在极小的 n1 使得 αpn1

1 ∈ F，取 a1 = αpn1−1

1 。

那么 F ⊂ F (a1)，并且扩张次数为 p。假设我们直到 ai 都已经选定，再一次选取 αi+1 ∈ K −
F (a1, · · · , ai)，那么存在极小的 ni+1 使得 αpni+1

i+1 ∈ F (a1, · · · , ai)，那么取 ai+1 = αpni+1−1
i+1 即可。

这样的操作一定会恰好终止到 K 上：因为纯不可分扩张 K/F 的扩张次数一定是 p 的幂。

4.2 例子

例子. 对于 a ∈ F − F p，xp − a 在 F 上不可约，但是在 F 上不可分。

证明. 练习 3.53.5直接说明了结果；不可分是因为 α 是根 =⇒ xp − a = (x− α)p。

例子. K/F 是有限扩张，char(F ) 不整除 [K : F ]，那么 K/F 可分：（首先只用考虑正特征情

况）观察纯不可分扩张的阶数一定是 pn，将 K/F 拆分为 K/S/F 即可得证。
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例子 (Morandi 4.11). K 是特征 p完美域 k 上的有理函数域 k(x)，F = k(u), u = f(x)/g(x), f, g

互素。那么 K/F 可分 ⇐⇒ u /∈ Kp。

证明. 注意K = F (x)，min(F, x) = ug(x)−f(x)。因此K/F 不可分 ⇐⇒ ug(x)−f(x) ∈ F [xp]。

这等价于 f, g ∈ k[xp]。现在由于 k 是完美域，kp = k，因此这进一步等价于 f, g ∈ (k[x])p，

于是这等价于 u ∈ (k(x))p = Kp。

例子 (Morandi 4.13: 既不正规也不可分的扩张). F2(x
1/6)/F2(x) 不正规：因为 3

√
(x) 的极小多

项式是 t3 + x；但是它不分裂。
√
x 是纯不可分的：因为

√
x
2
= x ∈ F2(x)。

例子 (Morandi 4.14). k 是特征 p 域，K = k(x, y), F = k(xp, yp)。那么 K/F 是 p2 阶的纯不可

分扩张，并且不是单扩张。

证明. 注意任何 k[x, y] 中的元素 f 都满足 fp ∈ k[xp, yp]（交叉项系数由于形如组合数一定是 p

的倍数）。因此 k(x, y)p ⊆ F，从而是纯不可分扩张。

由定义 4.1.174.1.17，{x, y} 构成了一组 p− 基，因此这个扩张次数是 p2。

如果 K/F 是单扩张，设 K = F (a)。但是 ap ∈ F，于是 [K : F ] ≤ p，矛盾。

4.3 习题

练习 4.1 (Morandi 4.4). F ⊆ L ⊆ K，K/L 正规，L/F 纯不可分，证明 K/F 正规。

证明. 对于 α ∈ K，min(L,α) 分裂。由于 min(L,α) 的系数在一个充分大的 pm 幂次后变为 F

的元素，那么存在 m 使得：min(L,α)pm ∈ F [x]。

于是 min(F, α)|min(L,α)pm：但是后者在 K 上分裂，于是前者也是。

练习 4.2 (更精细的纯不可分扩张描述). F 是特征 p 域，K/F 是纯不可分扩张，[K : F ] = pn。

那么对每个 a ∈ K, ap
n ∈ F。

证明. 由于 [K : F ] = pn，任何 a 的极小多项式次数不超过 pn 次。现在 a 是纯不可分元，

于是 ap
m ∈ F（选取 m 为最小满足这一条件者）。m ≤ n 则结论已证，如果 m > n，那么

min(F, a)|apm − f, f ∈ F。

如果 f /∈ F pm，那么 xp
m − f 不可约（再次使用练习 3.53.5：xp

m − a 满足条件是因为只要有

一个根 α，那么 xp
m − a = (x − α)p

m
从而分裂）此时 min(F, a) = xp

m − f，这和极小多项式

次数不超 pn 矛盾。

因此 f ∈ F pm，即 ap
m ∈ F pm。这说明 a ∈ F（ap

m − ep
m
= (a− e)p

m
），从而这和 m 的极

小性矛盾。

练习 4.3 (Morandi 4.7,8,9: 合成域保持可分/纯不可分/Galois). 如果 K/F,L/F 可分，那么

KL/F 也可分。反过来也正确。

同样地：K/F,L/F 纯不可分，那么 KL/F 也纯不可分。反过来也正确。

K/F,L/FGalois，那么 KL/F 也 Galois。反过来不正确。
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证明. 可分闭包是域，因此 KL/F 的可分闭包包含 K,L，于是只能是 KL。反过来也是正确的：

因为 K,L 中元素天然是 KL 中元素，从而在 F 上可分。

对于纯不可分的命题同样考虑纯不可分闭包即可。反过来是正确的：因为 K,L 中元素天然

是 KL 中元素，从而在 F 上纯不可分。

对于 Galois 的命题：结合练习 3.73.7和本命题即可。反过来不正确的例子已经在练习 3.73.7中给
出。

因此我们给出合成域性质的总结：

推论 4.3.1 (Morandi 4.10). K,L 共同包含在某个域内，且均包含 F：

1. K = F (X)，X ⊆ K，那么 KL = L(X)。

2. [KL : F ] ≤ [K : F ] · [L : F ]，特别地右侧两个因子互素时等号成立：命题 1.1.21.1.2

3. K/F,L/F 是代数/正规/可分/纯不可分/Galois 扩张时 KL/F 也是代数/正规/可分/纯
不可分/Galois 扩张：练习 1.41.4、练习 3.73.7和前一命题。
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第五章 Galois 基本定理

5.1 结论

5.1.1 Galois 对应

定理 5.1.1 (Galois 基本定理). K/F 是有限 Galois 扩张，G = Gal(K/F )。那么 K/F 的中间

域和 G 的子群有一一对应：由 L 7→ Gal(K/L) 和 H 7→ F(H) 给出。

如果 L ↔ H，那么 [K : L] = |H|, [L : F ] = [G : H]。H 是 G 的正规子群 ⇐⇒ L/F 是

Galois 的，此时 Gal(L/F ) ∼= G/H。

证明. 由偏序集之间的 Galois 对应，我们已经知道了有形如 F(H) 的中间域和形如 Gal(K/L)

的子群之间的一一对应。

现在对于任何一个中间域 L：由于 K/F 是 Galois 的，那么是正规可分的。于是 K/L 是

正规可分（因为在 L 上的极小多项式整除在 F 上的，于是后者分裂说明前者分裂；后者可分说

明前者可分），从而 K/L 是 Galois 的，即 L = F(Gal(K/L))。

对于任何一个子群 H ≤ G，H 是有限的。由命题 2.1.92.1.9，这说明 H = Gal(K/F(H))。注

意：这里有限性是必要的，这也暗示了无限 Galois 理论与有限 Galois 理论的不同。
上述两个结果证明了一一对应。[K : L] = |Gal(K/L) = |H|，于是 [L : F ] = [K : F ]/[K :

L] = |G|/|H| = [G : H]。

如果 H 是 G 的正规子群，L = F(H)。对于 a ∈ L, b 是 min(F, a) 在 K 中的任何根。由同

构扩张定理：存在 σ ∈ G, σ(a) = b。对于 τ ∈ H，τ(b) = σσ−1τσ(a)，由于 σ−1τσ ∈ H，这说

明 τ(b) = σ(a) = b，即 b ∈ F(H) = L。因此 min(F, a) 在 L 上分裂，从而 L/F 是正规的。它

被 Galois 扩张包含于是自动是可分的，因此 L/F 是 Galois 的。
反过来，如果 L/F 是 Galois 的。考虑 θ : G → Gal(L/F ) : θ(σ) = σ|L。命题 3.1.153.1.15说明

了这是良定的（σ|L 可以看做 L → K̄ 的 F− 同态，那么 σ|L(L) = L，于是确实限制成了自同

构）。

ker θ = Gal(K/L) = H，因此 H � G。θ 还是满射：因为任何 τ ∈ Gal(L/F )，都存在

σ|L = τ（同构扩张定理，当然也可以用命题 3.1.153.1.15的第三点），因此 Gal(L/F ) ∼= G/H。

定理 5.1.2 (Natural Irrationality). K/F 是有限 Galois 扩张，L/F 是任一域扩张。那么 KL/L

是 Galois 的并且 Gal(KL/L) ∼= Gal(K/K ∩ L)。作为推论：[KL : L] = [K : K ∩ L]。

证明. 假设 K 是多项式族 S 在 F 上的分裂域，那么 KL 就是这些多项式在 L 上的分裂域。F

上的多项式在 F 中可分，自然也在 L 中可分，因此 KL/L 是 Galois 的。
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定义 θ : Gal(KL/L) → Gal(K/F ) : θ(σ) = σ|K，再一次地这是良定的（命题 3.1.153.1.15）。
ker θ = {σ ∈ Gal(KL/L)|σ|K = id}，这说明 ker θ 的元素同时固定 K 和 L，于是固定 KL，从

而只能是 id。
因此 θ 是单射。Im θ 是 Gal(K/F ) 的子群，由 Galois 基本定理一定形如 Gal(K/E), E 是

某个中间域。

如果 a ∈ K ∩ L，那么 a 被 σ|K 固定，因此 a ∈ E。反过来如果 a ∈ E，那么 a ∈ K，并

且对于任何 σ ∈ Gal(KL/L), σ(a) = a，从而 a ∈ L。这就说明 E = K ∩ L。

于是 Gal(KL/L) = Im θ = Gal(K/K ∩ L)。

命题 5.1.3. 1. K ⊆ N 都是 F 的 Galois 扩张，那么 ϕ : Gal(N/F )→ Gal(K/F ) : σ 7→ σ|K
是良定的满同态，并且核是 Gal(N/K)

2. L,L 都是 F 的 Galois 扩张，那么前述映射诱导了单同态 Gal(KL/F ) → Gal(K/F ) ⊕
Gal(L/F )，这是满同态 ⇐⇒ K ∩ L = F。

证明. 1. 命题 3.1.153.1.15和同构扩张定理的直接应用。

2. 诱导同态是泛性质，如果两个 Gal(KL/F ) 的元素诱导了相同的 Gal(K/F ) ⊕ Gal(L/F )

的元素，那么它们在 K,L 上相同，因此也在 KL 上相同，从而是同一个元素：这就说明

了是单同态。

如果 ϕ 是满射，那么对于 α ∈ K ∩ L，β 是 α 极小多项式在 F 上的根。由于 K,L 正规，

β ∈ K ∩ L。同构扩张保证存在 τ ∈ Gal(K/F ) 将 α 7→ β。

由满射，存在 σ ∈ Gal(KL/F )，使得 σ|K = τ, σ|L = id。于是 α = β，从而 α ∈ F：因为

K,L 在 F 上可分。

反过来的证明在有限 Galois 扩张时利用 Natural Irrationality 的维数计算即可。对于一般
的 Galois 扩张需要用到无限 Galois 理论。

参见https://math.stackexchange.com/questions/507671https://math.stackexchange.com/questions/507671

5.1.2 Primitive Element Theorem

定理 5.1.4 (单扩张判定：Primitive Element Theorem). 有限扩张 K/F 是单扩张当且仅当存

在有限个中间域。

证明. 这里先假定 |F | = ∞。（有限域的情况见推论 6.1.26.1.2）如果 K/F 中间域有限，假定 K =

F (α1, · · · , αn)，我们对 n 归纳。n = 1 显然，假定 K = F (α1, · · · , αn−1)，由条件 L/F 之间的

中间域也是有限的，因此 L = F (β)。

现在 K = F (αn, β)。对于每个 a ∈ F，取 Ma = F (αn + aβ)：它是 K/F 的中间域。由于

仅有有限个中间域，但是 a ∈ F 有无限个，那么存在 a 6= b 使得 Ma = Mb。

于是 β =
(αn + bβ)− (αn + aβ)

b− a
∈ Ma = Mb。那么 αn = (αn + bβ) − bβ ∈ Mb。于是

K = F (αn, β) = Mb，从而 K/F 是单扩张。
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反过来如果 K = F (α) 是单扩张，对于任何中间域 M，有 K = M(α)。那么在 M [x] 中

min(M,α)|min(F, α)。
假定 min(M,α) 的系数分别为 a0, a1, · · · , ar−1，M0 = F (a0, · · · , ar−1) ⊆ M，那么 q ∈

M0[x]。于是：

[K : M ] = deg min(M,α) ≥ deg(min(M0, α)) = [K : M0] = [K : M ] · [M : M0]

于是只能 [M : M0] = 1，即 M = M0。从而中间域只被 min(M,α) 决定：而这作为 p 的首一因

子当然个数有限。

注记 (Morandi 5.21). Primitive Element Theorem 有如下另外的证明（仍然是对无限域）
对于基域 F 无限的有限维线性空间K/F，它不可能是有限个真子空间的并。因此如果K/F

只有有限个真中间域，设为 {Ki}，那么存在 a ∈ K − ∪iKi。此时 K = F (a)，否则 F (a) 是某

个真中间域 Ki，但是这和 a 的选择矛盾。

推论 5.1.5. K/F 是有限可分扩张，那么它是单扩张。

证明. 假定 K = F (α1, · · · , αn)，那么 N 为 {min(F, αi)} 的分裂域，则 N/F 是 Galois 的。
N/F 的确是有限扩张：因为多项式集是有限集。那么由 Galois 对应：N/F 的中间域对应

着有限群 Gal(N/F ) 的子群：这当然是有限的。于是 K/F 只有有限个中间域，那么 K 是单扩

张。

5.1.3 正规闭包

定义 5.1.6. K/F 是代数扩张，它的正规闭包定义为 {min(F, a)|a ∈ K} 在 F 上的分裂域。

命题 5.1.7 (正规闭包是最小的正规扩张). K/F 是代数扩张，N 是它的正规闭包

1. N/F 是包含 K 的正规扩张，并且如果 K ⊆M ⊆ N,M 是 F 的正规扩张，那么 M = N。

2. K = F (a1, · · · , an) 时 N 是 min(F, a1), · · · ,min(F, an) 在 F 上的分裂域。

3. K/F 是有限扩张，则 N/F 也是。

4. K/F 可分，则 N/F 是 Galois 的。

证明. 1. 给定 K ⊆M ⊆ N，如果 a ∈ K，那么 a ∈M，min(F, a) 在 M 上分裂。于是全体

min(F, a), a ∈ K 的根都在 M 里，从而由定义只能 M = N，因为 N = F (X)（X 是全体

min(F, a), a ∈ K 的根）

2. 取 L 为 {min(F, ai)} 生成的分裂域，那么这是正规扩张，并且在正规闭包内。于是它只能
是正规闭包。

3. 由前一命题：N/F 是有限个多项式的分裂域，于是也是有限扩张。

4. N/F 是一族可分多项式的分裂域，于是是 Galois 扩张。
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推论 5.1.8 (任何正规扩张都包含一个正规闭包). K/F 是代数扩张，N 是正规闭包。N ′ 是任

何包含 K 的正规扩张，那么存在 F− 同态 N → N ′。于是如果 N ′ 不含任何在 F 上正规的包

含 K 的真子域，那么 N 和 N ′ 是 F− 同构的。

证明. min(F, a) 在 N ′ 上分裂，于是由同构扩张定理存在 σ : N → N ′ 是 id : F → F 的延拓。

那么 σ(N) 是 {min(F, a)|a ∈ K} 的分裂域（在 N ′ 中），于是这就说明了结果。

我们自然好奇域扩张的正规闭包和反映到 Galois 群里的正规闭包是否相同：事实上确实如
此。

命题 5.1.9 (域扩张正规闭包对应 Galois 群的正规闭包). K/F 是 Galois 的，G = Gal(K/F )，

L 是中间域。N ⊆ K 是 L/F 的正规闭包（我们可以认为 N ⊆ K 正是由于前一个推论），如果

H = Gal(K/L)，那么 Gal(K/N) = ∩σHσ−1

证明. 这是因为 N 是正规闭包 ⇐⇒ N 是极小的使得 N/F 正规的扩张 ⇐⇒ Gal(K/N) 是

最大的 H 中的正规子群 ⇐⇒ Gal(K/N) = ∩σHσ−1。

5.1.4 后续结果

定理 5.1.10 (代数基本定理). C 是代数闭的。

证明. 给定 C 的有限扩张 L，这是可分扩张。并且 L/R 也是有限扩张。取 N 为 L/R 的正规闭
包 N。那么 C ⊆ N：因为任何 C 中元素在 R 上的不可约多项式的另一根只能是其共轭，从而
分裂。

设 G = Gal(N/R)，那么 |G| = 2[N : C]。取 H 为 G 的 2-Sylow 子群，E 是 H 的固定域。

那么 [G : H] = [E : R] 是奇数。
但是 E/R 是奇数次扩张，对于任何 a ∈ E − R，R(a)/R（作为中间域）也是奇数，于是

deg(min(R, a)) 是奇数，那么这个多项式一定在 R 上有根。于是由不可约性它只能是 1 次的，
因此 a ∈ R。从而 E = R。
因此 G = H，它一定是一个 2− 群，于是 Gal(N/C) 作为 G 的指数为 2 的子群也是一个

2-群。取 P 为 Gal(N/C) 的极大真子群，那么 [Gal(N/C) : P ] = 2。

现在 N/R 是 Galois 的，于是 N/C 也是。那么 P 对应着不动域 T，并且 [T : C] = 2。这

是不可能的：因为任何复数域中的 2 次多项式都有解。
于是只能有 |G| = 1，从而 N = C，于是 L = C。

定理 5.1.11 (正规基定理). K/F 是有限 Galois 扩张，那么存在 a ∈ K 使得 {σ(a)|σ ∈
Gal(K/F )} 是 K 的一组 F− 基。

证明. 同样我们先只证明 F 是无限域的情况。K/F 是有限可分的，于是是单扩张，设K = F (a)。

取 f = min(F, a)，G = Gal(K/F ) = {σ1, · · · , σn}.σ1 = id, σi(a) = ai。

定义

gi(x) = σi(g1(x)) =
f(x)

(x− ai)f ′(ai)

那么对于 j 6= k, gi(x)gk(x) ≡ 0 mod f(x)。由于诸 ai 不同，deg gi = n− 1，那么：

g1(x) + · · ·+ gn(x)− 1 = 0
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（每个 ai 都是上式左侧的根，但左侧次数不超 n− 1）

于是 g2i (x)− gi(x) ≡ gi(x)(g1(x) + · · ·+ gn(x)− 1) = 0 mod f(x)。

现在考虑行列式 D(x) = det(σjσk(g1(x)))，那么 D(x)2 是这个矩阵和其转置的乘积的行列

式：经观察发现它的对角线是 g21(x) + · · ·+ g2n(x) ≡ g1(x) + · · ·+ gn(x) ≡ 1 mod f(x)，其余元

素 ≡ 0 mod f(x)，于是 D2(x) ≡ 1 mod f(x)，故 D(x) 6= 0。

由于 F 是无限的，存在 α ∈ F 使得 D(α) 6= 0，那么取 θ = g1(α)，从而 det(σjσk(θ)) 6= 0。

如果有 F− 线性组合 x1σ1(θ) + · · ·+ xnσn(θ) = 0，那么作用上 σi 给出了一组线性方程组：

(σjσk(θ))xT = 0

这就说明了 x = 0，于是 θ 就是满足要求的元。

定理 5.1.12 (可分次数是嵌入个数). 有限扩张 K/F 的可分次数 [K : F ]s 等于 K 到 F 的代数

闭包的 F− 同态个数。

证明. 我们先考虑单扩张，如果 K = F (a), f = min(F, a), N 是 F 的代数闭包，b ∈ N 是 f 的

某个根。那么考虑 f 的分裂域 M，存在 σ : M →M : a 7→ b。限制到 K，然后嵌入到 N 中即

得到一个 F− 同态 K → N，并且将 a 7→ b。

现在对于任意的 K/F，取可分闭包 S/F：那么这是一个单扩张（有限可分）S = F (b)。由前

述，我们总有 F (b)→ N，并将 b映为另外的 min(F, b)在 N 中的根：于是这有 [S : F ] = [K : F ]s

种可能。

现在对于任何 a ∈ K − S，一定有 ap
n ∈ S：注意它纯不可分，于是极小多项式在 N 中的

根也只有 a 自身。因此如果 F (b) → N 能够延拓到 K → N，这样的延拓方式唯一。然而这样

的延拓方式的确存在：因为对 S ⊆ S ⊆ K ⊆ N 应用命题 3.1.153.1.15，注意到 K/S 是纯不可分扩张，

从而是正规的：这就得到了结论。

5.2 例子

我们下面研究多项式分裂域的 Galois 群的计算。

练习 5.1 (Morandi 5.1: 可分不可约多项式分裂域的 Galois 群是传递的). Sn 的子群 G 称为传

递的，如果对每个 i, j ∈ {1, · · · , n}，存在 σ ∈ G, σ(i) = j。

设 K 是 F 上可分不可约多项式 f 的分裂域，deg f = n。那么 |Gal(K/F )| 被 n 整除并且

同构于 Sn 的传递子群。作为推论：[K : F ]|n!。

证明. 首先 Gal(K/F ) 天然可以看做 Sn 的子群：观察其在分裂域中 f 的 n 个根上的作用。

由于 K/F 有中间域 F (α1)，这里 α1 是 f 的一个根：[F (α1) : F ] = n，因此 |Gal(K/F )| =
[K : F ] = [K : F (α1)] · [F (α1) : F ] 是 n 的倍数。

由同构扩张定理，对于任何两根 αi, αj，都存在 Gal(K/F ) 中的元素将 αi 映到 αj。这就

证明了传递子群。

推论 5.2.1. Sn 的传递子群 G 的阶一定是 n 的倍数：考虑 G 在 {1, · · · , n} 上的作用。那么
|G| = |Gx| · |Stab(x)| = n|Stab(x)|。
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1. S3 的传递子群有 S3 自身和 < (123) >∼= Z/3Z。它们是所有可能得 3 次可分不可约多项
式的分裂域的 Galois 群。

2. S4 的传递子群有 S4 自身；4-cycle 生成的循环群 Z/4Z：< (1234) >,< (1243) >,<

(1324) >；二面体群 D4：< (1234), (13) >,< (1243), (14) >,< (1324), (12)；Z/2Z×Z/2Z：
< (12)(34), (13)(24) >；交错群 A4：< (123), (12)(34) >。

3. S5 的传递子群有：

(a) S5：取 f(t) = (t − x1) · · · (t − x5) ∈ Q(s1, · · · , s5)[t]（si 是初等对称多项式）。f 的

分裂域是 K = Q(x1, · · · , x5)，Galois 群是 S5。

(b) 5-cycle 生成的子群 Z/5Z

(c) 10 阶子群 D5（Z/10Z 不可能出现：因为 S5 没有 10 阶元）

(d) 15 阶子群不可能出现：因为他只能是循环群，但是 S5 没有 15 阶元

(e) 20阶子群：F20 = Z/4Z⋊Z/5Z（它是全体 F5 上的仿射变换群 ax+b, a ∈ F×
5 , b ∈ F5）。

其它 20 阶群都包含 10 阶元，因此不可能出现。

(f) 30 阶子群：如有 |G| = 30 且 G ≤ A5，那么 G � A5，矛盾。因此 |A5 ∩ G| =
|G||A5|/|G ·A5| = 30× 60/120 = 15（G ·A5 = S5），但是 S5 不含 15 阶子群，从而

不存在 30 阶子群。

(g) 40 阶子群：如有，一定只有 G ∩A5
∼= F20：但是它包含奇置换，从而不存在。

(h) 60 阶子群：交错群 A5。

例子. 计算如下 F 中多项式 f 的分裂域 K 的 Galois 群：

1. F = Q, f(x) = x4 − 7

2. F = F5, f(x) = x4 − 7

3. F = Q, f(x) = x5 − 2

4. F = F2, f(x) = x6 + 1

5. F = Q, f(x) = x8 − 1

证明. 1. K = Q( 4
√
7, i)，Gal(K/F ) 作用到分裂域的四个根上可以是对换（复共轭）；也可以

是保持 i，然后将 4
√
7 7→ 4

√
7i，从而诱导了 4-cycle。注意 i 的像有两个选择， 4

√
7 的像则

有 4 个，因此 Galois 群大小不超 8。但是前述两者已经生成了大小为 8 的二面体群 D4，

从而即为所求。

2. 由第三章例子，分裂域为单扩张 F5(α)，α4 = 7。注意到 α 7→ kα 满足要求，于是 Galois
群为 Z/4Z

3. 分裂域为 Q( 5
√
2, ω)（ω 为 5 次单位根）。那么 5

√
2 的像有 5 种，ω 的像也有 5 种：于是

Galois 群大小不超 25。它不是 Z/5Z，因为存在二阶元（复共轭）；它不是 D5，因为存在

四阶元（ω 7→ ω2）。于是只能是 Z/4Z ⋊ Z/5Z，即 F5 上的仿射变换群）
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4. 由第三章例子，分裂域为 F2 的二次扩域，于是 Galois 群只能是 Z/2Z。

5. f(x) = (x−1)(x+1)(x2+1)(x4+1)。于是 Galois群只能分别置换 ±i和 {ω, ω3, ω5, ω7}，分
裂域是 Q(ω)：其中 ω是八次（本原）单位根。经检验 ω 7→ ωi(i = 1, 3, 5, 7)都是 Gal(K/F )

的元素，于是 Gal(K/F ) = Z/2Z× Z/2Z。

例子 (Morandi 5.12). F 特征非 2，K/F 是 4次的 Galois扩张。如果 Gal(K/F ) ∼= Z/2Z×Z/2Z，
那么 K = F (

√
a,
√
b)。

证明. 回忆 2次扩张只能形如 F (
√
a)，假设两个 Z/2Z的子群对应的中间域分别为 F (

√
a), F (

√
b)。

那么如果
√
b ∈ F (

√
a)，那么容易验证 F (

√
b) = F (

√
a)：这和包含关系矛盾。于是 [F (

√
a,
√
b) :

F (
√
a)] ≥ 2，于是只能是 K = F (

√
a,
√
b)。

例子 (Morandi 5.22). K = Q(X), X = {√p, p primes}。那么 K/Q 是 Galois 的。如果 σ ∈
Gal(K/Q)，定义 Yσ = {√p|σ(√p) = −√p}。

1. Yσ = Yτ =⇒ σ = τ

2. 对于任何 Y ⊆ X，存在 σ ∈ Gal(K/Q) 使得 Yσ = Y。

3. 作为推论说明 |Gal(K/Q) = |2X |。但是 [K : Q] = |X|，这就给出了无限情况下 |Gal(K/Q)| >
[K : Q] 的例子。

证明. 唯一非平凡的部分是第二点。由于 [Q(
√
p1, · · · ,

√
pn) : Q] = 2n，那么它的 Galois 群恰好

对应着将每个
√
pi 反号/不反号。

于是在每个 X 的有限子集 T 中，我们都有一个 Galois 群众的元素将 T ∩ Y 的元素反号，

其余保持不动。因此对所有 T 取余极限即可。（这里隐隐展现出了无限 Galois 理论的一角）

5.2.1 习题

练习 5.2 (Morandi 5.9:Galois 扩张中的共轭). K/F 是有限 Galois 扩张，n = [K : F ], a ∈
K, r = [F (a) : F ],H = Gal(K/F (a))。τ1, · · · , τr 是 H 的左陪集代表元，那么 min(F, a) =∏r

i=1(x− τi(a))。作为推论：

∏
σ∈Gal(K/F )

(x− σ(a)) = min(F, a)n/r

证明. 首先对于任何 σ ∈ Gal(K/F )，作用到
∏r

i=1(x− τi(a)) 都是不变的（因为不过是对 σi(a)

进行了置换：注意 σi(a) 和陪集代表元选取无关），于是
∏r

i=1(x− τi(a))。

其次 r = deg min(F, a)，于是这就说明了
∏r

i=1(x− τi(a)) = min(F, a)。

练习 5.3 (Morandi 5.10:Galois 扩张中平移的特征多项式). K/F 是 Galois 的，有平移 La :

K → K : b 7→ ab。那么 La 的特征多项式是
∏

σ∈Gal(K/F )(x− τi(a))，极小多项式是 min(F, a)。

证明. 注意 K = ⊕[K:F (a)]F (a)，La 在每个 F (a) 上的作用都如同它限制在 F (a) 上，于是结合

单扩张的情况结论和上一命题结论自明。
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练习 5.4 (Morandi 5.15). K/F 是有限正规扩张，并且没有真中间域，那么 [K : F ] 是素数。这

对非正规扩张不正确。

证明. 考虑 K/F 的可分闭包 S。如果 S = K，那么 K/FGalois，于是由 Sylow p 子群的存在
性直接得到结果；如果 S = F，那么 K/F 纯不可分，由 p-基的存在得证。
取 Galois 扩张 L/F 使得 Gal(L/F ) = S4，K = F(S3)，那么 K/F 没有真中间域，因为

S3 ≤ S4 是极大的。

练习 5.5 (Morandi 5.16). K/Q 是 Galois 扩张，将 K 视为 C 的子域。如果 σ(K) 是复共轭，

那么 σ(K) = K。于是 σ|K ∈ Gal(K/Q)。

证明 F(σ|K) = K ∩ R，以及 [K : K ∩ R] ≤ 2，并且说明这个扩张次数能取到 1 和 2.

证明. 由命题 3.1.153.1.15，σ|K 可视做 K → Q̄ 的 Q 同态，那么 σ(K) = K。由于 F(σ) = R，自然
F(σ|K) = K ∩ R。
由于 K/QGalois，那么 K/(K ∩ R) 也是如此，并且它对应着 < σ|K > 生成的子群，这就

说明了 [K : K ∩ R] ≤ 2，因为 σ|2K = id。
K = Q,Q(i) 即为例子。

练习 5.6 (Morandi 5.26). K/F 是正规扩张，L/F 是代数扩张。如果 K/F,L/F 中存在一个是

可分扩张，那么 [KL : L] = [L : K ∩ L]。

证明. K/F 可分，则 Galois。【未完】

37



第六章 有限域

6.1 结论

定理 6.1.1. 域 K 的乘法群的有限子群 G 是循环群。作为推论，有限域的乘法群是循环群。

证明. 注意 G 是有限 Abel 群，n = |G|,m = exp(G)，则 m|n。xm − 1 至多在 K∗ 中有 m 个

根；然而 |G| 的元素都是 xm − 1 的根, 从而 n ≤ m。这说明 n = m，于是 G 是循环群。

推论 6.1.2 (Primitive Element Theorem: 有限域). K/F 是有限域之间的扩张，那么是单扩张。

由于前文未证明的部分是有限域的有限扩张如果中间域有限，那么是单扩张，这完成了 Primitive
Element Theorem。

证明. K∗ 是循环群，设由 α 生成。那么 K = F (α)。

定理 6.1.3 (有限域结构定理). F 是特征 p 有限域，|F | = pn（因为它是 Fp 的扩域，从而是其

上的有限维线性空间）。那么 F 是 xp
n − x 在 Fp 上的分裂域，从而 F/Fp 是 Galois 的。更进

一步 Frobenius 自同构 σ : a 7→ ap 生成了 Galois 群 Gal(F/Fp)，它是循环群。

证明. |F ∗| = pn − 1，于是 ap
n−1 = 1, ∀a ∈ F ∗，从而 ap

n − a = 0, ∀a ∈ F。即 F 的元素都满足

xp
n − x，但是这个多项式至多 pn 个根，从而 F 是 xp

n − x 的分裂域。

σ : a 7→ ap 确实是 Fp− 同态，于是由 F 的有限性，非零自同态都是同构。固定域是

{a ∈ F : ap = a} ⊇ Fp，但是它至多也只有 p 个根，于是 Fp 恰为固定域。

注意 σ 在 Aut(F ) 是 n 阶元：因为存在一个元素 a ∈ F× 在乘法群中的阶恰为 pn − 1，于

是 σi, i < n 不是 id。从而 σ 阶为 n，但是 |Gal(F/Fp)| = [F : Fp] = n，因此 Galois 群就是由
它生成的。

推论 6.1.4. K/F 是特征 p 有限域之间的扩张，那么 K/F 是 Galois 的，Galois 群是循环群。
如果 |F | = pn，那么 Gal(K/F ) 是由自同构 τ(a) = ap

n
生成的。

证明. K/F/Fp，因此 K/F 是 Galois 的。其 Galois 群对应着 Gal(K/Fp) 的 n 阶子群，因此

也是循环群，并且由 σn 生成。

下面我们将所有有限域放入一个代数闭包中考虑：

定理 6.1.5. N 是 Fp 的代数闭包，对于任何 n，存在唯一的 N 的子域，使得 |N | = pn。如果

K,L 是 N 的子域，阶分别为 pm, pn，那么 K ⊆ L ⇐⇒ m|n。此时 L/K 的性质如同前文所

描述。
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证明. 由于 pn 阶域都是 xp
n − x 的分裂域，因此自然唯一。后文推论都是自然的。

推论 6.1.6 (Morandi 6.12). K,L 是 F 的 n 次和 m 次扩张，那么 KL 是 F 的 lcm(n,m) 次

扩张；K ∩ L 是 gcd(n,m) 次扩张。这是因为上一命题指出 F 的扩域构成的偏序集和整数集在

整除下构成的偏序集同构。

推论 6.1.7. F 是有限域，f(x) 是 degn 的 F 上不可约多项式。

1. a 是 f 在 F 的某个扩域中的根，那么 F (a) 就是 f 在 F 的分裂域。从而 K/F 如果是分

裂域，那么 [K : F ] = n

2. 如果 |F | = q，那么 f 的根是 aq
r
。

证明. 取 K/F 为 f 的分裂域，那么 F (a) 是 F 的 n 次扩张，于是 F (a)/F 是 Galois 的，从而
f(x) = min(F, a) 分裂。
对于后半部分，注意同构扩张定理说明分裂域中的所有根都能通过将 Galois 群作用在一个

根上得到，那么结论自明。

推论 6.1.8. 有限域都是完美域。

证明. 每个有限扩张都是 Galois 的，从而每个代数扩张都是可分的（对单个元考虑即回到有限
扩张的情况）。

命题 6.1.9. xp
n − x 是全体 Fp 上次数为 n 的因子且首一不可约多项式的乘积。

证明. 取 F 为 pn 阶域，它是 xp
n − x 的分裂域。令 a ∈ F，m = [Fp(a) : Fp]，那么 m|n，并且

min(Fp, a)|xp
n − x。

反过来对于不可约多项式 f，并且其次数 m|n，取 K 为 f 的分裂域，那么 K = Fp(a)，因

此 [K : Fp] = m，从而 K ⊆ F。因此 a ∈ F，并且 a 的极小多项式就是 f。而 xp
n − x 无重根，

这就将其分解成了不同的不可约因子，从而得证。

6.2 例子

例子. 在 F3 上 x4 + 1 = (x2 + x− 1)(x2 − x− 1)：由于有限域上相同次数不可约多项式的分裂

域都是在一个代数闭包里大小相同的有限域，于是它们一定相同。这说明 x4 + 1 的分裂域就是

F3 的二次扩域。

例子. q 是 p 的幂，n 不被 p 整除。取 Fq 为 q 个元素的有限域，K 是 xn− 1 在其上的分裂域，

那么 K = Fqφ(n)。

证明. 取 σ 为 K/Fq 的 Frobenius 元（即生成了 Galois 群）。那么 σ(a) = aq。于是直接计算知

对于任何 xn − 1 的根 α，σφ(n)(α) = α，从而 σφ(n) = id。
全体 xn− 1 的根构成了 K∗ 的有限子群，于是是循环群，从而存在一个元素 β 使得其阶为

n。那么对于任何 l < ϕ(n)，σl(β) 6= β（直接计算）。因此 σ 的阶为 ϕ(n)，从而完成了证明。
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6.3 习题

练习 6.1 (Morandi 6.3). F 是有限域，对于任何 n 都存在 F 上的 n 次不可约多项式。

证明. 取 F 的 n 次扩张 K，那么 K/F 是 Galois 的，从而有限可分，于是是单扩张 K = F (a)。

那么 a 的极小多项式即为所求。

练习 6.2 (Morandi 6.8). F 是特征 p 域。

1. F p 是 F 的子域。

2. F = Fp(x)，计算 F p 和 [F : F p]。

证明. 1. 注意 a 7→ ap 是域同态，那么 F p 不过是 p : F → F 的像。

2. F p = Fp(x
p)，从而 [F : F p] = p。

练习 6.3 (Morandi 6.10). 有限域中的每个元素都可以写成两个元素的平方和。

证明. char2 时显然：因为 a = a2
n
= (a2

n−1
)2 + 02。

对于特征 p 域（p 是奇素数），考虑群同态 ϕ : K× → K× : x 7→ x2，那么 kerϕ = {±1}
（回忆 K× 是乘法群）。

于是 ϕ的像个数是 (pn−1)/2，计算上 0这就说明 F 中有 (pn+1)/2个平方元。如果 a ∈ F

不能表示为两个平方元的和，那么每个 a− f2 都不是平方元，说明非平方元至少有 (pn + 1)/2

个。这说明 F 至少 pn + 1 个元素，矛盾。

练习 6.4 (Morandi 6.11). 有限域 F 满足 |F | = q，那么 F 上 p 次不可约多项式的个数为
qp − q

p
。

证明. 这是显然的：因为 p 次不可约多项式的分裂域都是同一个域（阶为 qp 者），Fqp 的每个

元素的极小多项式都应整除 p，于是只能是 1 和 p。将次数为 1（即 F 中）元素去掉，每个不

可约多项式贡献了 p 个根，这就完成了证明。

练习 6.5. k 是 Fp 的代数闭包，ϕ ∈ Gal(k/Fp) 是 Frobenius 自同构 a 7→ ap，那么 φ 无限阶，

并且存在 σ ∈ Gal(k/Fp) 使得 σ /∈< ϕ >：这说明 Fp 的绝对 Galois 群不是循环群。

证明. 假设 ϕ 有阶 m，那么 ap
m
= a, ∀k，于是每个 |k| ≤ pm。但是 k 有 |pn+1| 阶子域，矛盾。

（我们知道了 Fp 的绝对 Galois 群实际上是 lim←−Z/nZ）遵循这个提示，我们可以给出构造：
σ := · · · ◦ ϕ3! ◦ ϕ2! ◦ ϕ1!。容易验证每个元素只会被作用有限次。

如果 σ = ϕn，观察其在子域 Fpk! 的作用即知矛盾。

练习 6.6. N 是有限域 F 的的代数闭包，证明 Gal(N/F ) 是 Abel 群，并且不含有有限阶元素。

证明. 对于 Abel 性，只需注意到限制到每个 Fpn 后得到的 Galois 群是交换的。
现在如果 σ ∈ Gal(N/F ) 是有限阶的，设阶为 m。取 x ∈ N 使得 [F (x) : F ] = n。假设

σ|Fpmn 阶为 k，那么 k|m，从而 [Fpmn : F(σ|Fpmn )]|m。这说明了 n|[F(σ|Fpmn ) : F ]。而 F (x) 是

F 的 n 次扩域，这说明 F (x) ⊆ F(σ|Fmn
p

)，从而 σ(x) = x，进而 σ = id。
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第七章 分圆扩张

7.1 结论

7.1.1 分圆扩张

定义 7.1.1 (单位根、本原单位根和分圆扩张). ω ∈ F, ωn = 1，则称 ω 为 n 次单位根。如果 ω

（在乘法群中的）的阶是 n，那么称 ω 是本原的。对于任何单位根 ω，称扩域 F (ω)/F 是分圆

扩张。

注记. 如果 ω是 n次本原单位根，那么 char(F )不能是 n的因子，否则 (ωn/p−1)p = ωn−1 = 0。

取 K 为 xn − 1 的分裂域，那么全体 xn − 1 的根构成了域的乘法群的有限子群，从而是循

环群。这个时候循环群的生成元恰为本原单位根。

命题 7.1.2. char(F ) 不是 n 的因子，K 是 xn − 1 在 F 上的分裂域。那么 K/F 是 Galois 的，
并且 K = F (ω)，这里 ω 是任何一个本原单位根，同时 Gal(K/F ) 同构于 (Z/nZ)∗ 的子群。因
此 Gal(K/F ) 是 Abel 的并且 [K : F ]|ϕ(n)。

证明. xn − 1 是可分的，于是 K/FGalois。如果 ω 是本原单位根，那么 ωi 生成了 xn − 1 的所

有解，从而生成了分裂域。

每个 Gal(K/F ) 都可以看做其在单位根构成的乘法子群 Z/nZ 上的自同构，因此可以嵌入
到 Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)∗，从而完成了证明。

7.1.2 Q 的分圆扩张

考虑 Q 上的本原单位根 {e2πir/n| gcd(r, n) = 1}。

定义 7.1.3. n 次分圆多项式定义为 Ψn(x) =
∏
(x− ωi)（乘法取遍本原单位根）。

引理 7.1.4.
xn − 1 =

∏
d|n

Ψd(x)

作为推论，Ψn(x) ∈ Z[x]。

证明. 第一个等式是初等的。Ψd(x), d|n, d < n 恰好取出的是那些与 n 的最大公因子为 d 的单

位根。

作为推论，我们在 n 上归纳：注意 xn − 1 =
∏

d<n,d|nΨd(x) ·Ψn(x)，于是应用带余除法即

证。
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定理 7.1.5 (分圆多项式不可约). Ψn(x) 在 Q 上不可约。

证明. 等价地，我们证明在 Z 上的不可约性：假设 Ψn(x) = P (x)Q(x)，其中 P,Q 为首一整系

数多项式，P 不是常数并且在 Z 上不可约。
取 P 的一个根 z 以及和 n 互素的素数 p。那么 zp 是 Ψ 的根，从而是 P 或 Q 的根。

如果 zp 是 Q 的根，那么 z 是 P (x), Q(xp) 的公共根，从而 P (x)|Q(xp)。设 Q(xp) =

P (x)R(x)，从而 P (x)R(x) ≡ Q(xp) ≡ Q(x)p ≡ Q(x)(mod p)。再设 xn− 1 = Ψn(x)S(x)，那么

(xn − 1) ≡ P (x)Q(x)S(x) ≡ P 2(x)R(x)S(x)(mod p)。

这说明 xn − 1 在 Fp 上的分裂域中有重根，但是观察形式导数和 (n, p) = 1 知不可能。

因此 zp 是 P (x) 的根。现在对于任何与 n 互素的正整数 s，zs 都是 P (x) 的根，因为我们

可以不断地往幂次上添加一个和 n 互素的素数（使用前述论证）。更进一步还可以嘉定这个 z

就是单位根 ω = cos(2π/n) + i sin(2π/n)。（在选取 P 的时候我们选 ω 的不可约分支即可）。

于是 Φn(x) 的根都是 P (x) 的根，从而完成了证明。

推论 7.1.6. K 是 xn − 1 在 Q 上的分裂域，那么 [K : Q] = ϕ(n)，Gal(K/Q) = (Z/nZ)∗。特
别地，ω 是 K 中的本原单位根，则 K = Q(ω), Gal(K/Q) =< σ >，并且 σi(ω) = ωi。

证明. 这是前述命题的综合。

7.2 例子

记 Qn 为 n 次分圆扩张（即 xn − 1 的分裂域）。

例子. 给出 Q12 的所有中间域：

此时 Galois 群为 (Z/12Z)× = Z/2Z × Z/2Z，其中两个直和因子的生成元分别为 ω 7→
ω5, ω 7→ ω−1。

于是真中间域为：Q(ω+ω5),Q(ω+ω−1)（注意这两者都是 Q的二次扩域，并且 ω+ω5, ω+

ω11 被固定，于是确实是要求的中间域。

练习 7.1. Q(cos(2kπ/n)), gcd(k, n) = 1 在 Q 上是 Galois 的，并且其扩张次数为 ϕ(n)/2。但

是对于 sin(2kπ/n) 这不正确、

证明. 注意到 Q(cos(2kπ/n)) ⊆ Qn，于是它是分圆扩张（从而是 Abel 扩张）的子扩张。注意
Abel 群的子群都正规，于是 Q(cos(2kπ/n))Q 是 Galois 的。
现在由于 cos(2kπ/n) = (ω+ω−1)/2，这里 ω = e2kπ/n从而是本原单位根，从而 Qn = Q(ω)。

ω2− 2 cos(2kπ/n)ω+1 = 0，于是 ω 的极小多项式次数不超过 2。然而 ω /∈ Q(cos(2kπ/n))
因为后者在实数内。这就说明这个扩张恰为 2 次扩张，从而 [Q(cos(2kπ/n)) : Q] = ϕ(n)/2。

7.3 习题

练习 7.2. 分圆域之间的包含关系与有限域类似：

1. Qn ⊆ Qm ⇐⇒ n|even(m)，这里 even(m) 在 m 是奇数时为 2m，偶数时为 m：这个复

杂性源于 Qm = Q2m(m odd)。
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2. QnQm = Qlcm(n,m)

3. Qn ∩Qm = Qgcd(n,m)

练习 7.3 (Morandi 7.15:Kronecker-Weber). d ∈ Q,Q(
√
d) 包含在某个分圆扩张内。（更一般的

Kronecker-Weber 定理是任何 Abel 扩张都在某个分圆扩张内）

证明. 我们只需要考虑 d 是素数 ±p 的情况。对一般的情况只需将 d 的分子分母做素因数分解，

然后把所有的素因子对应的分圆域取合成域得到所求的分圆扩张。

同样我们也无需考虑负数的情况，因为只需添加 Q4 = Q(i) 即可。

我们有 Gauss 和 Gp :=
∑p−1

a=1

(
r

p

)
ωa，这里 ω 是 p 次单位根 e2πi/p。Gauss 和的结果说明

G2
p =

(
−1
p

)
p，那么我们就得到了证明：因为 Gauss 和的左侧式子落在某个分圆扩张里，右侧

则为
√
p。

练习 7.4. G 是有限 Abel 群，则存在一个 Galois 扩张 K/Q 使得 Gal(K/Q) = G。

证明. G = Z/n1Z× · · ·Z/nkZ。取充分大的互不相同的素数 pi 使得 pi ≡ 1 mod ni（Dirichlet
定理），r =

∏
pi。那么 Gal(Qr/Q) ∼= (Z/nZ)× 存在一个和 G 同构的商群，并且它是正规的。

于是考虑对应的中间域即可。
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第八章 范数和迹

8.1 结论

8.1.1 范数和迹

定义 8.1.1 (范数和迹). K/F 是有限扩张，那么范数、迹分别定义为

NK/F (a) = detLa

TK/F (a) = TrLa

这里 La 是平移 b 7→ ab。

命题 8.1.2. K/F 是有限扩张，n = [K : F ]。

1. a ∈ K，那么 NK/F (a), TK/F (a) ∈ F。

2. TK/F : K → K 是 F− 线性变换

3. α ∈ F 则 TK/F (α) = nα,NK/F (α) = αn

4. NK/F 是积性的，即 NK/F (ab) = NK/F (a)NK/F (b)

命题 8.1.3 (通过极小多项式描述范数和迹). [K : F ] = n，a ∈ K, p(x) = xm + αm−1x
m−1 +

· · ·+ α0 是极小多项式，那么 NK/F (a) = (−1)nαn/m
0 , TK/F (a) = −

n

m
αm−1。

证明. 这是和练习 5.35.3一样的道理，在单扩张的情况下是已知的，那么再一次注意K = ⊕[K:F (a)]F (a)

（这里每个直和项都是将 F (a) 乘上 K/F (a) 的一个基得到的，于是 La 作用在其上和在 F (a)

上无异。

8.1.2 通过嵌入描述的范数和迹

首先回忆定理 5.1.125.1.12：

引理 8.1.4. K/F 是有限扩张，那么 [K : F ]s 等于 K → F̄ 的 F− 同态个数（F̄ 是代数闭包）。

以及练习 4.24.2

引理 8.1.5. K/F 是有限纯不可分扩张，a ∈ K 则 aK:F ∈ F。更进一步地，对于有限 Galois
扩张 N/F，a ∈ KN，则 a[K:F ] ∈ N，KN/N 也是纯不可分扩张。
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证明. 第一部分不过是练习 4.24.2，第二部分是因为 K 纯不可分，N 可分，于是 N ∩K = F。那

么 [NK : K] = [N : F ]，从而 [NK : N ] = [K : F ]。

注意每个 NK 中的元素都可以写为 N(k1, · · · , kn) 的形式：其分子分母都是 N [k1, · · · , kn]
中的元素。由于对于充分大的 pn，kp

n

i ∈ F，那么对于充分大的 pn，N [k1, · · · , kn] 中元素的 pn

次幂都称为 N(F ) = N 中的元素。

这说明 NK/N 纯不可分，那么由第一部分的命题就得到了结果。

引理 8.1.6 (乘法次数). F ⊆ L ⊆ K，[K : F ] < +∞。那么 [K : F ]i = [K : L]i · [L : F ]i

证明. S1 是 F 在 L 中的可分闭包；S2 是 L 在 K 中的可分闭包；S 是 F 在 K 中的可分闭包。

由于 K 中在 F 上可分的元素在 L 上也可分，于是 S ⊆ S2，从而 SL ⊆ S2，并且 S2/SL

是可分的（因为在 L 上可分）；也是纯不可分的（因为 K/S 是纯不可分的，从而 S2/S 也是，

于是 S2/SL 也是）。

因此 S2 = SL。我们接下来证明 [S : S1] = [S2 : L]。由于 S/F 是可分的，S/S1 也是可分

的。那么 S/S1 是单扩张，设 S = S1(a), f = min(S1, a), g = min(L, a)。那么在 L[x] 中 g|f，然
而 L/S1 是纯不可分的，因此 g 的某次幂在 S1[x] 中，从而在 S1[x] 中 f 整除 g 的某次幂。这

两个事实要求 f 是 g 的某次幂。然而 f 没有重根，因此只能 f = g。

从而 [S : S1] = [L(a) : L] = [SL : L] = [S2 : L]，于是这就说明了 [S2 : S] = [L : S1]，利用

乘积公式代入即得原结论。

现在我们得到计算范数和迹的主定理：

定理 8.1.7 (通过嵌入描述范数和迹). K/F 是有限扩张，σ1, · · · , σr 是全体 K → F̄ 的 F− 同
态。如果 a ∈ K，那么：

NK/F (a) = (
∏
j

σj(a))
[K:F ]i

TK/F (a) = [K : F ]i
∑
j

σj(a)

证明. 取 g(x) = (
∏

j(x − σj(a)))
[K:F ]i ∈ F̄ [x]。由于定理 5.1.125.1.12，r = [K : F ]s，从而 deg g =

[K : F ]。

记 p(x) = min(F, a)。如果 b ∈ F̄ 是 p(x) 的根，那么由同构扩张定理存在 τ : M → M 使

得 τ(a) = b。那么 τ |K 是某个 σj，因此这就说明了 g, p 的根相同。

取 S 为可分闭包，N 为 S/F 的正规闭包，那么 N 是一组可分多项式的分裂域（回忆有限

扩张正规闭包的构造是生成元的极小多项式分裂域），从而 N/F 是 Galois 的。那么由 Natrua
Irrationality[KN : K] = [N : K ∩N ]|[N : S]，从而 [KN : N ]|[K : S] = [K : F ]i。由练习 4.24.2，
KN/N 是纯不可分的，于是 c[L:F ]i ∈ N, ∀c ∈ KN。

现在 KN 是 S 的 Galois 扩张和纯不可分扩张的合成，于是是两个正规扩张的合成，从而
KN/S 也是正规的。那么由命题 3.1.153.1.15知 σ(K) ⊆ KN。

因此 g(x) ∈ N [x]（这是因为 (KN)[K:F ]i ⊆ N。现在对于任何 Gal(F̄/F ) 中的元素 τ，

{τσi|K} = {σi}，于是 τ(g) = g，从而 g 的系数在 Gal(F̄/F ) 的不动域中。由定理 4.1.144.1.14，这正
是 F 在代数闭包中的纯不可分闭包。于是 g 的系数同时在 N 中，由前文 N/F 是 Galois 的，
从而是可分的，于是这就要求 g ∈ F [x]。
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现在由 p 在 F [x] 中的不可约性，这就要求 g(x) = p(x)[K:F ]/ deg p，那么由 8.6，g(x) 就是

La 的特征多项式，那么结果得证。

推论 8.1.8. K/F 是 Galois 扩张时不可分次数是 1，正规性要求所有到代数闭包的嵌入都是
Gal(K/F ) 的元素。于是上述情况变为：

NK/F (a) =
∏

σ∈Gal(K/F )

σ(a)

TK/F (a) = σσ∈Gal(K/F )σ(a)

8.1.3 乘积公式

定理 8.1.9 (乘积公式). F ⊆ L ⊆ K, [K : F ] < +∞。那么

NK/F (a) = NL/F (NK/L(a))

TK/F (a) = TL/F (TK/L(a))

证明. 取 M 为 F 的代数闭包。σi 为 L→M 的 F− 同态，τi 为 K →M 的 L− 同态。同构扩
张定理保证它们都延拓为 M → M 的自同构，仍然保持记号。于是每个 σj ◦ τk 都是 M → M

的 F− 自同构。
反过来对于任何 ρ : K →M 的 F− 自同构，ρ|L 是某个 σj，于是 σ−1

j ◦ ρ 是某个固定 L 的

F− 自同构，于是 σ−1
j ◦ ρ = τk，从而 ρ = σj ◦ τk。那么由前述公式结果显然。

推论 8.1.10 (可分的判定). K/F 是可分的 ⇐⇒ TK/F 不是零映射，即存在 a ∈ K,TK/F (a) 6=
0。

证明. 如果 K/F 不可分，那么 char(F ) = p > 0。取 S 为 K/F 的可分闭包，S 6= K,K/S 纯

不可分。

然而 TK/S(a) = [K : S]i
∑

σi(a) = pn
∑

σi(a) = 0，从而 TK/F = TS/F ◦ TK/S = 0。

反过来如果 K/F 是可分的，取 N 为正规闭包，那么只需说明 TN/F 是非零映射。此时

TN/F (a) =
∑

i σi(a)，那么由 Dedekind 引理，
∑

j σj(a) 不能对所有 a 都取零，于是得证。

8.2 例子

练习 8.1. 对于有限域之间的扩张 K/F，范数映射 NK/F 是满射。

证明. 假设 |F | = pn, [K : F ] = m，那么 Gal(K/F ) 由 σ : a 7→ ap
n
生成。

此时

NK/F (a) = a · apn · ap2n · · · ap(m−1)n
= a1+pn+···+p(m−1)n

= a(p
mn−1)/(pn−1)

注意 |K| = pnm，NK/F 诱导了 K∗ → K∗ 的群同态，即循环群之间的同态 Z/(pnm − 1)Z →
Z/(pnm − 1) : a 7→ (pnm − 1)/(pn − 1) · a。

于是它的像恰为 Z/(pnm−1)Z中 (pnm−1)/(pn−1)的整数倍，于是像大小为 pn−1 = |F ∗|。
从而这的确是满射。
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练习 8.2. p 是奇素数，K = Q(ω)，ω 是本原 p 次单位根，NKQ(1− ω) = p。

证明. K/Q 是 Galois 的，ω 在诸 Galois 自同构下的作用是 ωi。于是 NK/Q(1−ω) =
∏p−1

i=1 (1−
ωi) = p。

练习 8.3. n ≥ 3, ω 是 n 次本原单位根，K = Q(ω), NK/Q(ω) = 1。

证明. K 是 n 次分圆扩张，K/Q 是 Galois 的：

NK/Q(ω) =
∏

gcd(r,n)=1

ωr = ωφ(n)·n/2 = 1

8.3 习题

练习 8.4. K/F 是有限 Galois 扩张，L 是中间域，那么 L = F ({TK/L(a)|a ∈ K})。

证明. 由正规基定理，存在 a ∈ K 使得 {σ(a)|σ ∈ Gal(K/F )} 构成 K 的 F− 基。取

α = TK/L(a) =
∑

σ∈Gal(K/L)

σ(a)

那么 τ(α) = α, ∀τ ∈ Gal(K/L)。反过来如果 τ(α) = α, ∃τ ∈ Gal(K/F )，即∑
σ∈Gal(K/L)

τσ(a) =
∑

σ∈Gal(K/L)

σ(a)

那么由于 {σ(a)|σ ∈ Gal(K/F )} 是一组基，每个 τσ 都应在 Gal(K/L) 内。

从而 τ 也在 Gal(K/L) 那，因此这就说明了 Gal(K/L) = Gal(K/F (α))。

于是 L = F (α) = F ({TK/L(a)|a ∈ K})。

练习 8.5. K/F 是有限 Galois 扩张，L 是中间域，那么 L = F ({NK/L(a)|a ∈ K})。

证明. 首先 F 是有限域的时候练习 8.18.1已经解决了问题。假定 F 是无限域。

由于 K/F 是有限 Galois 扩张，从而是单扩张，假定 K = F (α)，f(x) = min(L,α) =∏
σ∈Gal(K/L)(x− σ(α))。假定 f 的系数分别为 ln−1, · · · , l0，我们证明 L = F (l0, · · · , ln−1)。

首先一侧的包含是简单的，于是Gal(K/L) ⊆ Gal(K/F (l0, · · · , ln−1))。对于 τ ∈ Gal(K/F (l0, · · · , ln−1))，

τ 固定 f(x)，从而它置换了根 σ(α)。这就说明 τσ(α) = σ′(α), ∃σ, σ′ ∈ Gal(K/L)，于是这就说

明了 τ ∈ Gal(K/L)。

从而 Gal(K/L) = Gal(K/F (l0, · · · , ln−1))，这就说明了两个域相同。

现在注意我们只需要证明 l0, · · · , ln−1 ⊆ F ({NK/L(a)|a ∈ K})。
对于 a ∈ F ,

f(a) =
∏

σ∈Gal(K/L)

(a− σ(α)) =
∏

σ∈Gal(K/L)

(σ(a)− σ(α))

=
∏

σ∈Gal(K/L)

σ(a− α) = NK/L(a− α)
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由于 |F | 是无限的，可以选择不同的元素 a0, · · · , an−1 ∈ F，使得有如下方程：
1 a0 · · · an−1

0
...

... . . . ...
1 an−1 · · · an−1

n−1




l0
...

ln−1

 =


f(a0)− an0

...
f(an−1)− ann−1


但是左侧矩阵行列式是 Vandermonde 行列式，我们的选取使得这个行列式非零，于是我们将 li

表示成 f(ai) 和 F 的元素的有理式。但是 f(ai) 是 NK/L(ai − α)，这就完成了证明。
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第九章 循环扩张

定义 9.0.1 (循环扩张). Galois 扩张 K/F 称为循环扩张，如果 Gal(K/F ) 是循环群。

9.0.1 包含本原单位根的循环扩张 ≈ 添加一个 n 次根

我们来说明一个循环扩张的结构定理：它指出包含原根的循环扩张一定是添加 n 次根得到
的扩张。这也是我们能得到的最普遍的一个结构定理。

引理 9.0.2. F 包含 n 次本原单位根 ω，K/F 是 n 次循环扩张，σ 是 Gal(K/F ) 的生成元，那

么存在 a ∈ K 使得 ω = σ(a)/a。

证明. 由于 σ 是 F− 线性变换，这相当于证明 σ 有特征值 ω。

注意 σ, · · · , σn−1 是线性无关的（Dedekind引理），于是 σ 的极小多项式恰好为 xn− 1，从

而是特征多项式的因子。但是 ω 是 xn − 1 的根，这就说明了结果。

定理 9.0.3. F 包含 n 次本原单位根 ω，K/F 是 n 次循环 Galois 扩张，那么存在 a ∈ K,K =

F (a), an = b ∈ F，即 K = F ( n
√
b)。

证明. 存在 a 使得 σ(a) = ωa, σi(a) = ωia。于是 a 只被 id 固定，从而 Gal(K/F (a)) =< id >，

因此 K = F (a)。

an = (ωa)n，于是它被 σ 固定，从而 an ∈ F，这就说明了结果。

当然对于这一类添加 n 次根的扩张，我们也有如下描述：

命题 9.0.4. F 包含 n 次本原单位根，K = F ( n
√
b)。那么 K/F 是循环 Galois 扩张，并且

m = [K : F ] 等于 b(F ∗)n 在 F ∗/(F ∗)n 中的阶，并且 min(F, n
√
b) = xm − d, ∃d ∈ F。

证明. 假定 a ∈ K, a = n
√
b，那么由于 F 有本原根，xn − b 分裂。计算形式导数知它可分，于

是确实 Galois。
min(F, a)的根形如 {ωja}，并且 min(F, a)|xn−b。诶富哦 σ ∈ Gal(K/F )，那么 σ(a) = ωia。

现在取

S = {i mod n|σ(a)/a = ωi for some σ ∈ Gal(K/F )}

那么 S 是 Gal(K/F )→ Z/nZ 的像（这个映射是 σ 7→ i mod n, ωi = σ(a)/a。

如果 σ 7→ 0 mod n，那么 σ(a) = a，于是 σ = id，这说明上述同态是单同态。因此
Gal(K/F ) ∼= S 是 Z/nZ 的子群，从而也是循环的。
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假定 Gal(K/F ) =< τ >，τ(a) = ωta。取 m = |Gal(K/F )|，那么 m 是 ωt 的阶。多

项式
∏m−1

i=0 (x − τ i(a)) 在 F [x] 中（因为它被 τ 固定）。那么观察常数项知 am ∈ F，于是

bm = amn ∈ (F ∗)n。

假设 m′ 是 b(F ∗)n 在 F ∗/(F ∗)n 中的阶，那么 m′|m。反过来由于 bm
′ ∈ (F ∗)n，那么 bm

′
=

cb, ∃c ∈ F。因此 am
′n = cn，从而 am

′
= cωi, ∃i。因此 am

′ ∈ F。于是 am
′
= τ(am

′
) = ωtm′

am
′
，

从而 ωtm′
= 1，因此 m|m′。

这就说明了 m = m′，现在 m = [K : F ] = deg(min(F, a))，并且 xm − am ∈ F [x]，这就说

明了 min(F, a) = xm − am。

现在这样的循环扩张结构使得我们能给出中间域的描述：

推论 9.0.5. K/F 是 n 次循环扩张，F 包含 n 次本原单位根。如果 K = F ( n
√
a)，那么任何中

间域都形如 F ( m
√
a)，其中 m 是 n 的因子。

证明. σ 是 Gal(K/F ) 的生成元，那么每个子群都形如 < σt >。

假设 n = tm，α = n
√
a，那么容易验证 αt 被 σm 固定：σm(αt) = ωtmαt = αt。

然而 a(F ∗)m 的阶等同于 αt(F ∗)n 的阶，后者恰好是 m，因此 F ( m
√
a) 的扩张就是 m 次

的，从而计算次数知 F ( m
√
a) 就是不动域，这就完成了证明。

9.0.2 特征 p 的 p 次循环扩张

定理 9.0.6. char(F ) = p，K/F 是 p次循环 Galois扩张。那么 K = F (α), αp−α−a = 0, ∃a ∈ F。

证明. 假设 σ是Galois群的生成元，T 是 F−线性变换 σ−id。那么 kerT = F，T p = σp−idp = 0，

从而 ImT p−1 ⊆ kerT = F。但是像空间是 F− 线性子空间，于是只能 ImT p−1 = kerT = F。

因此假定 1 = T p−1(c), ∃c ∈ K，取 α = T p−2(c)，那么 T (α) = 1, σ(α)− α = 1。由于 α 没

有被 σ 固定，α /∈ F，于是 F (α) = K，因为 [K : F ] = p 是素数（从而没有中间域）。

现在 σ(αp−α) = (α+1)p− (α+1) = αp−α，因此 a = αp−α ∈ F，从而完成了证明。

再一次地我们有反过来的结果：

定理 9.0.7. F 是特征 p 域，a ∈ F 并且不能写成 bp− b, b ∈ F 的形式。那么 f(x) = xp− x− a

在 F 上不可约，其分裂域是 F 的 p 次循环 Galois 扩张。

证明. 取 α 为 f 的根，那么 α, α+1, · · · , α+ p− 1 都是互异的 f 的根。条件保证了 α /∈ F，于

是分裂域 K = F (α)。

现在如果 f 可约，设不可约因子为 g1, · · · , gr，对每个 i选取 gi的根 β，那么都有K = F (β)，

于是 deg gi = [K : F ], ∀i。从而 deg f = r deg g1。于是只能有一个不可约因子，从而 f 不可约。

现在 [K : F ] = p，由同构扩张定理存在 σ(α) = α + 1, σ ∈ Gal(K/F )，于是 σ 的阶为 p，
从而 Gal(K/F ) =< σ >。

9.1 问题

练习 9.1. F 是包含 n 次本原单位根的域，a ∈ F。那么 xn − a 在 F 上不可约 ⇐⇒ 它不是某

个 F 中元素的 m 次方，其中 m > 1 是 n 的因子。
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证明. 考虑 xn − a 的分裂域 K，设有一根 α，那么诸 ωiα 都是根，因此 K = F (α)。

如果 xn − a 不可约，那么 [K : F ] = n。由命题 9.0.49.0.4，最小的使得 ak = bn, ∃b ∈ F 是 n。

然而如果 a = cm, c ∈ F, an/m = cm∗(n/m) = cn，矛盾。因此 a 不是这样的 m 次幂。

反过来如果 a不是这样的 m次幂，但是 xn−a可约，设 xn−a =
∏
(x−ωiα) = f(x)g(x)。

那么 f(x), g(x) 的常数项形如 ωbαk, ωcαn−k。于是由 Euclid 算法，αgcd(k,n−k) ∈ F。从而

a = [αgcd(k,n−k)]n/ gcd(k,n−k)，由条件矛盾。

练习 9.2. F 是域，ω 是 F 的怠忽必报中的一个本原 n 次单位根。如果 a ∈ F 不是 F (ω) 中的

某个元素的 m 次方，m > 1,m|n，那么 xn − a 在 F 上不可约。

证明. 由前一命题 xn − a 在 F (ω) 上不可约，于是在 F 上不可约。

练习 9.3. 始终假定 F 特征非 2，我们来考虑一个不包含本原 4 次单位根的域的 4 次循环扩张。
F 不包含 4 次本原单位根，L = F (

√
a), a ∈ F − F 2，K = L(

√
b), b ∈ L− L2。证明以下等价：

1. a 是 F 中元素的平方和

2. −1 = NL/F (α), ∃α ∈ L

3. a = NL/F (α), ∃α ∈ L

4. NL/F (b) ≡ a mod (F ∗)2, ∃b ∈ L

5. K/F 是循环扩张（这里的 K 是由上一个条件的 b 决定的）

6. L 包含在 F 的某个 4 次循环扩张中。

证明. 1 =⇒ 2. 假设 a = b2 + c2，那么取 α = b/c+ 1/c ·
√
a 则由于 L/F 是 Galois 扩张（可

分性直接检验）：

NL/F (α) = b2/c2 − a/c2 = −1

2 =⇒ 3. 假设 −1 = NL/F (α)。注意 NL/F (
√
a) = −a，那么 NL/F (α

√
a) = a。

3 =⇒ 4. 显然

4 =⇒ 5. 假设 b = k1 + k2
√
a。那么 NL/F (b) = k21 − ak22。由条件它是某个 ak2, k ∈ F。

注意
√
b 满足多项式 f(x) = (x −

√
b)(x +

√
b)(x − k

√
a/b)(x + k

√
a/b) = x4 − 1

b
(ak2 +

b2) + ak2。

如果 k2 = 0, a = (k1/k)
2 ∈ F 2，矛盾。因此 k2 6= 0，从而 K = F (

√
b)。现在 [K : F ] =

[K : L] · [L : F ] = 4，并且 K = F (
√
b)，那么 f 在 F 上不可约。直接验证知 f 的根各不相同，

于是分裂，从而 K/F 是 Galois 的。
因此由同构扩张定理存在 σ ∈ Gal(K/F ) 使得 σ(

√
b) = k

√
a/b，我们证明它的阶是 4.

首先 σ2(
√
b) =

√
b/aσ(

√
a)，如果它是

√
b，那么 σ(

√
a) =

√
a。但是：

σ(
√
b) = σ(

√
k1 + k2

√
a) = k

√
a/b =

√
k1 − k2

√
a =⇒ σ(

√
a) = −

√
a

矛盾，于是 σ 阶是 4.
5 =⇒ 6. 显然
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6 =⇒ 1.假设 [K : F ]是包含 L的 4次循环扩张，[K : L] = 2，从而K = L(
√
b), b ∈ L−L2。

如果 b ∈ F，那么 [F (
√
b) : F ] = 2，从而 F (

√
b) = F (

√
a)（Z/4Z 的二阶子群唯一）。但是这就

说明 K = L 了，矛盾。因此 K = F (
√
b)。

假定 b = k1 + k2
√
a，再一次地 F (

√
a) 6= F (

√
b) 说明 k1 6= 0，于是 min(F,

√
b) = x4 −

2k1x
2 + k21 − k22a。
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