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1 结构与约定

讨论班主要分为引言部分和三个大部分。首先引言部分介绍了 p-进 Hodge 理论的背景，并
介绍了 Bhatt-Morrow-Scholze 的主要结果，特别地我们简单概括了诸多比较定理的证明策略。
第一部分主要跟随 [BMS2BMS2]，我们简单介绍其主要内容：利用 THH 和 TC− 构造一种名为

“Ainf-上同调”的上同调理论，它能够与其它诸多经典上同调理论进行比较，具体陈述可以参见
引言部分。在第一部分中除了介绍构造，我们还将完成除平展比较定理以外的所有比较定理的

证明。

第二部分主要跟随 [BS19BS19]，我们引入了 Ainf-上同调的“完全体”——棱镜和棱镜上同调的
概念，介绍了其基本性质以及研究棱镜上同调所需的基本技术手段：例如 Cech-Alexander复形，
棱镜完美化等。我们证明了棱镜上同调的晶体比较定理和 Hodge-Tate比较定理，同时我们通过
借道棱镜在这一部分完成了平展比较定理的证明。

第三部分主要跟随 [Bha23Bha23]，我们将诸多上同调的构造（主要是棱镜上同调）进行所谓“叠
化”：准确地说，对于任何一个可以被研究的几何对象（概形）X，我们关联一个叠 XC，使得

这个叠的（结构层）上同调反映了 X 的 C-上同调理论。例如我们可以取 C = HT, dR,∆ 等等。

另外我们还可以将上同调上的附加信息编码其中，比如我们可以编码 Hodge 滤过，纯特征时的
共轭滤过，Nygaard 滤过等等。
接下来是一些记号和约定：

. 表示这段证论述的逻辑并不完整，存在需要额外检查的部分。
. 表示这段论述对理解笔记内容至关重要，其内容通常是指示笔记中采用的术语/约定与

一般文献中相异之处。

R 〈X〉 表示多项式环 R[X] 的 p（视语境）-完备化。
R{X} 表示添加变元 X 生成的自由 δ-环。
除非特别指明，笔记中链复形的指标均采用上同调指标。

2 p-进上同调比较和 Fontaine 周期环

我们固定 K 是完备离散赋值域，零特征，剩余类域是特征 p 完美域。特别地为了简单起

见，我们更进一步直接假定 K 是 Qp 的有限扩张，记 Galois 群 GK = Gal(K̄/K)。

2.1 Fontaine 框架

p-进 Hodge理论的起点是 Tate给出的对 OK 上 p-可除群 G 的 Tate模 TpG = lim←−G[p
n](K̄)

的 Hodge 分解，即：

Cp ⊗Qp Qp ⊗Zp TpG ' (Cp ⊗OK
ωG∨)⊕ (Cp(χ

−1
cycl)⊗OK

ω∨
G )

因此这实际上说明了 Abel 簇的 p-进上同调的分解定理：

定理 2.1. A 是一个 K 上的 Abel 簇，若其有好约化（即来自 OK 上的基变换），则有 p-进上
同调上的分解定理：

Cp ⊗Qp H
1
ét(AK̄ ,Qp) ' (Cp ⊗K H1(A,OA))⊕ (Cp(χ

−1
cycl)⊗K H0(A,Ω1

A/K))
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我们自然想问这样的分解定理能否推广到更一般的情况，我们在这里简要介绍历史上这一

问题的发展：首先是基于 p-可除群的相关问题：Fontaine 在 1970 年代给出了 K/Qp 非分歧时

OK 上有限平坦群概形以及 p-可除群的分类，准确地说我们有如下等价：

定理 2.2 (Fontaine). 对于特征 p 完美域 k，p > 2 时存在如下反范畴等价：

{p-divisible groups over W (k)} ∼−→ {Honda systems over W (k)}

因此这给出了非分歧扩张时 p-可除群的描述，因此我们将 K 上 Abel 簇的平展上同调和
Dieudonné 模以及其上 Honda 系联系在一起，事实上以此为基础我们能够得到一些特殊情况的
平展上同调以及晶体上同调的比较定理。简要总结一下，p-进 Hodge 理论最初的两个课题分别
是：i) 寻找一般形式的分解定理；ii) 研究 p-可除群。当然我们可以看到 p-可除群的研究有着极
大的局限性，它将目光主要聚焦在 Tate 模上，因此实际上是借道了 H1

ét 的特殊代数性质。

接下来则是稍微现代一些的内容：Fontaine 引入了如下框架研究 Galois 表示。

定义 2.3. B 是携带 GK 作用的 Qp-代数，记 C = Frac(B)，其上也携带 GK 作用。称 B 是

(Qp, GK)-正则的，如果：

1. BGK = CGK

2. 如果 b ∈ B − {0}，Qp · b 在 GK 作用下稳定，那么 b ∈ B×。

定义 2.4. 假定 B 是 (Qp, GK)-正则的，记 E = BGK，对于任何表示 V ∈ RepQp
(GK)，记

DB(V ) = (V ⊗Qp B)GK。称 V 是 B-容许的，如果

dimE DB(V ) = dimQp V

记这样的表示构成的范畴为 RepB
Qp

(GK)。

注记. 我们有如下对 B-容许的理解，注意秩 d 表示实质上被集合 H1(GK , GLd(Qp)) 分类，那

么可以发现 V ∈ RepQp
(GK) 是 B-容许的当且仅当 [V ] ∈ H1(GK , GLd(Qp)) 诱导的 [V ]B ∈

H1(GK , GLd(B)) 是平凡的。

例子. 1. Hilbert 90: GK 的 Qp-表示 V 是 K̄-容许的当且仅当 GK 在 V 上的作用穿过有限

商。

2. B = Cp: GK 的 Qp-表示是 Cp-容许的当且仅当 GK 的惯性子群在 V 上的作用穿过有限

商。

关于 Cp 周期环的工作主要由 Sen 给出，其依赖了如下中间但重要的事实：

定理 2.5 (Ax-Sen-Tate). CGK
p = K

3. Hodge-Tate:

定义 2.6 (Hodge-Tate). 称表示 V ∈ RepQp
(GK) 是 Hodge-Tate 的，如果如下 Cp-线性

GK 等变映射 ⊕
n∈Z

(V ⊗Qp Cp(χ
−n
cycl))

GK ⊗ Cp(χ
n
cycl)→ V ⊗Qp Cp

是同构。
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记 BHT =
⊕

n∈ZCp(χ
n
cycl)，则它是 (Qp, GK)-正则的（Tate, Sen）。由定义自动就有：

V ∈ RepQp
(GK) 是 Hodge-Tate 的当且仅当它是 BHT -容许的。由 Cp 的情况立刻就有：

定理 2.7 (Ax-Sen-Tate). BGK
HT = K

4. de Rham 与晶体：Hodge-Tate 表示仍然不足以将表示限制到性质足够好的部分，我们实
际上可以寻找到更精细的 B，它们能够划出所有来自几何的表示，我们将在下面进一步讨

论。

值得注意的是这些精细的 B（称为周期环）还承担了上同调比较的角色，具体来说有如下

的比较定理：

定理 2.8 (Hodge-Tate). 对于 K 上紧合光滑簇 X，存在典范同构

Hn
ét(XK̄ ,Qp)⊗Qp Cp

∼= ⊕H i(X,Ωj
X/K)⊗K CK(χ−j

cycl)

或者我们可以重写为

Hn
ét(XK̄ ,Qp)⊗Qp BHT

∼= (⊕H i(X,Ωj
X/K))⊗K BHT

特别地，取 GK-不动点就有

⊕H i(X,Ωj
X/K) ∼= (Hn

ét(XK̄ ,Qp)⊗Qp BHT )
GK

我们注意到在比较定理中系数环实际上扮演了记录所有周期的角色，比如回到熟悉的紧合

光滑复概形的情况，我们的比较定理

Hn(Y (C),Q)⊗Q C ∼= Hn
dR(Y /C)

实际上由 Poincare 对偶

Hn
dR(Y /C)×H2 dimC Y−n(Y (C),C)→ C : (ω,Γ)→

ˆ
Γ
ω

给出，因此不精确地说：环 B 记录了所有使得比较定理能够进行的周期，因此也被称为周期环。

对于 de Rham 和晶体，我们仍然有：

定理 2.9 (de Rham 比较). 对于 K 上紧合光滑簇 X，存在典范同构

Hn
ét(XK̄ ,Qp)⊗Qp BdR

∼= Hn
dR(X/K)⊗K BdR

并且 BdR 满足：

1. BGK
dR = K，上述比较同构是 GK-等变的

2. BdR 上携带有一个 Hodge 滤过，使得其关联分次环是 BHT，上述比较同构 GK-等变且
尊重分次，在取关联分次环后变为 Hodge-Tate 比较的两端（即 grHn

dR(X/K) ⊗ BdR =

⊕H i(X,Ωj
X/K)）。
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我们注意 de Rham 比较定理中 Hn
dR(X/K) ∼= (Hn

ét(XK̄ ,Qp) ⊗Qp BdR)
GK 并没有反映 GK

作用，这需要被加细到晶体上同调中才能被读取：

定理 2.10 (晶体比较). X 有好约化，即存在 X 在 OK 上紧合光滑，假设 k 是 OK 的剩余域，

则：

Hn
ét(XK̄ ,Qp)⊗Qp Bcris

∼= Hn
cris(Xk/W (k))[1/p]⊗K0 Bcris

∼= Hn
cris(Xk/W (k))⊗W (k) Bcris

其中 K0 = Frac(W (k)) = W (k)[1/p]，Bcris 满足：

1. BGK
cris = K0，上述比较同构是 GK-等变的

2. Bcris 上存在 Frobenius-半线性自同态 ϕ（即 ϕ 和 Bcris 上 W (k) 的 Frobenius 作用交换：
ϕ(a ·m) = Frob(a) · ϕ(m)），上述比较同构尊重 Frobenius 作用

3. 存在自然态射 Bcrys⊗K0 K ↪→ BdR，其诱导了 Bcris 上的滤过，上述比较同构尊重这一滤

过。

在本节最后我们简要说明周期环 BdR, Bcris 的构造方式。

定义 2.11 (完美胚域). C 是完备非 Archimedean赋值域，剩余域特征 p。称 C 是完美胚域，如

果：

1. C 上的赋值不是离散的

2. OC/pOC 上的 x 7→ xp 是满射

定义 2.12. 定义 C 的斜置为：

C♭ := lim←−
x 7→xp

C

注记. 斜置可以对更为一般的环定义，但只有在完美胚的时候斜置有较重要的含义。简单来说它
将混特征 (0, p) 的对象变为纯 p 特征的对象，并且这样的相互转化之间通常存在一些等价，称

为斜置等价（例如完美胚环和它的斜置的平展景等价，其上的完美胚域之间的等价等等）。

命题 2.13. 斜置 C♭ 是特征 p 完美胚域，其上赋值 ν♭(c) = ν(c♯)，其中对 c = (· · · , c1, c)0 ∈
C♭, c♯ = c0。并且赋值环满足性质 OC♭ = lim←−x 7→xp OC，更进一步两者的值群相同。

例子. ̂Qp(p1/p
∞) 的斜置是 ̂Fp((u1/p

∞))：因为检查赋值环是 Zp[p
1/p∞ ] 的完备化：

注意 Zp[p
1/p∞ ]/p ' Fp[u

1/p∞ ]/u。

另一方面我们还有 ̂Qp(µp∞) 的斜置也是 ̂Fp((u1/p
∞))：即不同的混特征域可能拥有相同的

斜置。

现在回到构造，取 F = C♭
p，固定 Cp 上的赋值使得 ν(p) = 1。

定义 2.14. 定义无穷小周期环 Ainf = W (OF )，记 c ∈ OF 的 Teichmüller 提升为 [c] ∈ Ainf。其

上配备了映射 θ : Ainf → OF = OCp

θ(
∑

[cn]p
n) =

∑
c♯np

n, cn ∈ OC♭
p
= OF
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定义 2.15. 定义 B+
dR = lim←−j

Ainf[1/p]/ ker(θ[1/p])j，其中 θ[1/p] : Ainf[1/p] → Cp 是自动诱导

的。定义其上自带的投影为：

θ+dR : B+
dR ↠ Ainf[1/p]/ ker(θ[1/p])

定义 BdR = Frac(B+
dR)，其上的滤过由一个归一化子 π 诱导的 {πmB+

dR} 给出，GK 作用暂时

先不讨论。前述构造的环之间有图表关系

K0 = FracW (k) Ainf[1/p]

K̄ B+
dR

Cp

θ[1/p]

θ+dR

命题 2.16. ker θ ⊆ Ainf 被元素 ξ = [p♭]− p ∈ Ainf 生成，其中 p♭ ∈ OF 使得 (p♭)♯ = p。

注记. 这解释了 θ 的直观，其抹去了 [−♭] 和 id 之间的差异：即 W (OC♭
p
)→ OC♭

p
→ OCp 这个混

特征-纯特征-混特征的操作带来的差异。

定义 2.17. 定义

Acris = {
∞∑
n=0

an
ξn

n!
∈ B+

dR|an ∈ Ainf, lim
n→∞

an = 0}

并定义 B+
cris = Acris[1/p]。这里我们可以将 Acris 视作 Ainf[x

n/n!n∈N] 在 p-进拓扑下的完备化，
即 Ainf 的除幂闭包在 p-进拓扑下的完备化，换言之 an 的极限在 p-进拓扑下计算。

定义 2.18. 固定 ε ∈ lim←−µpv(K̄) = {ε ∈ OF |ε♯ = 1} ⊆ OF，定义

t = log(ε) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 ([ε]− 1)n

n
∈ BdR

t 扮演的角色是分圆特征标的周期，在其上 Galois 群的作用是以 χcycl 做数乘。

命题 2.19. t ∈ Acris, t
p−1 ∈ pAcris

证明. 由于 θ([ε]− 1) = ε♯− 1 = 1− 1 = 0，θ 的核被 ξ 生成，因此可假设 [ε]− 1 = ξ · c, c ∈ Ainf。

从而：

t =
∞∑
n=1

(−1)n+1(n− 1)!cn · ξ
n

n!

于是 limn→∞(n− 1)!cn = 0（关于 p-进拓扑）就说明 t ∈ Acris。

通过比较含 p 量，只需证明有限和 t′ =
∑p

n=1(−1)n+1 ([ε]− 1)n

n
满足 t′p−1 ∈ pAcris。然而

注意除 n = p 项都可以提出 [ε]− 1，对于 n = p 项则单独分开：

t′ = ([ε]− 1) · (C + (−1)p+1 ([ε]− 1)p−1

p
)

因此观察上式的两个因子，只需要说明 ([ε]− 1)p−1 ∈ pAcris。
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现在注意在 OF = OC♭
p
中：我们可以假定 ε = (ξpn)，从而

ν♭(ε− 1) = ν((ε− 1)♯) = ν(lim(ζpn − 1)p
n
)

= lim pn

pn−1(p− 1)
=

p

p− 1

另一方面：([ε] − 1) − [ε − 1] ∈ pAinf ⊆ pAcris，我们只需证明 [(ε − 1)p−1] ∈ pAcris。但是前述

计算说明 [(ε− 1)p−1] 被 [p♭]p = (ξ + p)p 整除，而 ξp = p · (p− 1)! · (ξp/p!) ∈ Acris 就说明了结

果。

注记. 上述证明中我们多次利用了 Ainf 中相互倾斜的理想 (p) 和 (ξ) = ker θ 的事实，这实际上
正是斜置名称的来源。

推论 2.20. B+
cris[1/t] = Acris[1/t]

这是因为上述证明说明 p 在 Acris[1/t] 中是单位。

定义 2.21. 定义 Bcris = B+
cris[1/t] = Acris[1/t] = Ainf[1/p, 1/t]。

2.2 Fargues-Fontaine 曲线

我们下面引入一个重要的几何对象，称为 Fargues-Fontaine 曲线，它能够部分地解释我们
前面给出的诸多构造。直观上说，Fargues-Fontaine 曲线的闭点参数化了一个纯特征代数闭域
的正置。从现在起固定 F 为一代数闭完美胚纯特征 p 域，以及其上的赋值 νF ,mF ,OF , Ainf =

W (OF )。

定义 2.22. F 的正置是指完美胚域 C 以及一个连续同构 ι : F ' C♭。

定理 2.23 (Fontaine, Kedlaya-Liu). 称 ξ ∈ Ainf 是本原的，如果其具有形式 [$] − up,$ ∈
mF , u ∈ A×

inf，称其非退化如果它不能被 p 整除。那么：

{equivalence classes of untilts of F} '−→ {Principle ideals of Ainf generated by a primitive element}

每个正置 C 对应的理想正是 ker(θC)（回忆定理 2.162.16）

记零特征正置的等价类（即除去平凡正置）构成的集合为 Y。一个令人惊讶的观察是 Y 和

去点单位圆盘 D∗ 之间的相似性。例如：

例子. 考虑正置上的乘性赋值 | · |C：考虑 C 对应的本原元 ξ = [m]− up,m ∈ mF , u ∈ A×
inf，则

|p|C = |θC([m])θC(u)
−1| = |θC([m])|C = |m♯|C = |m|

从而落在区间 (0, 1) 中。

以及：

例子.
Ainf[1/p, 1/[$]] = {

∑
[cn]p

n ∈W (F )[1/p], |cn| bounded}

这是因为直接检查发现其落在 Ainf[1/p, 1/[$]] 中当且仅当其被 [$i] 乘入 Ainf[1/p] 中，直接检

查 p-进赋值发现这要求 |cn| ≤ |$−i|。
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上述两个性质分别反映了：圆环对应的半径以及有界系数的 Laurent 展开定义了圆环上的
全纯函数。类似地，我们也可以考虑任意圆环收敛半径的幂级数展开：

定义 2.24. 给定实数 0 < ρ < 1，定义 Ainf[1/p, 1/[$]] 上的 ρ-范数为

|
∑

[cn]p
n|ρ = sup

n∈Z
(|cn|ρn)

定义圆环 [a, b] 上的解析函数环为：B[a,b] 是 Ainf[1/p, 1/[$]] 对 a-范数和 b-范数的完备化。特
别地，初等论述直接说明 |f |ρ ≤ sup(|f |a, |f |b), ρ ∈ [a, b]，从而我们知道在 a-范数和 b-范数下
Cauchy 当且仅当这个序列在 ρ-范数下 Cauchy，∀ρ ∈ [a, b]。

从而我们有：如果 [a, b] ⊆ [a′, b′] ⊆ (0, 1)，就有 B[a′,b′] ⊆ B[a,b]。现在定义

BF = B = lim←−B[a,b]

注记. 上述对 B 的操作也被称为 Frechet 完备化。

命题 2.25. C 是 F 的特征 0 正置，那么 θC : Ainf → C 延拓成为一个满的开映射 θC : B → C。

证明. 取 ρ = |p|C，那么存在一个延拓 B[ρ,ρ] → C，这就说明了结果。

注记. 这是一个对 C 成为 Y 上对应点处剩余类域的暗示。

定理 2.26. B 的闭极大理想和 Y 中元素一一对应，特别地对于每个正置 C 对应的点 y，B 在

y 处局部环的完备化对应的正是 de Rham 周期环 B+
dR(y)。

我们下面希望将正置参数化，但首先注意到给定一个正置 ι : C♭ → F，我们有 Frobenius
挠：即 ϕn

F ◦ ι 仍然是一个正置，我们自然试图理解不记录这一 Frobenius 挠的正置的模空间
是什么。一个通常的定义（射影）概形的方法是寻找其上一个极丰沛线丛 L，然后就有 X =

Proj(⊕n≥0H
0(X,L⊗n))。

现在我们希望找到 Y /φ 的对应物，我们已经知道 B 是 Y“上的解析函数”，那么我们自然

希望的是这个线丛来自 Y，因此它应当是一个自由 B-模配备上一个 φ-半线性映射（以满足下
降）。也许这里应当仔细检查 Frobenius 挠诱导的 B 的理想如何变动，总之可以计算得到合适

的线丛应当满足 φ(e) = p−1e，从而：

H0(X,L⊗n) = (Be⊗n)ϕ=1 = Bϕ=pn

这诱导了如下定义：

定义 2.27 (Fargues-Fontaine 曲线).

XF = Proj(⊕n≥0B
φ=pn)

注记. 如果采用进制空间的语言，B的构造会相对更加自然。事实上我们直接有 Y = Spa(Ainf, Ainf)，

从这个视角看 X = Y /φ 会更加直接。另外这里是我个人的一点猜想，正如同 Fargues-Fontaine
曲线的完备局部环是 de Rham 周期环一样，似乎理应有 Y 上结构层的完备局部环是晶体周期

环，但我并不清楚这样的事情是否存在。另外我似乎并没有清晰地理解比较定理和 FF 曲线之
间的直接联系。

注记. 在上述构造中 A 对应的均为整系数上同调的周期，B 则对应的是有理系数者。
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2.3 [BMS2BMS2] 主结果

接下来我们简要解释 [BMS2BMS2] 的主要工作。在前述比较定理中我们处理的都是有理系数上
同调之间的比较，一个自然的问题是这样的比较定理是否保持整系数结构，或者能否有更精确

的整系数上同调之间的比较。以晶体上同调的比较为例，我们有的比较同构是：

H i
ét(XK̄ ,Qp)⊗Qp Bcris

∼= Hn
cris(XK/W (k))⊗W (k) Bcris

特别地，我们从平展上同调上读取到的是 H i
cris(Xk)[1/p]，前述自然的疑问恰好是希望寻找上述

同构不添加 1/p 的版本。从前述经典故事出发的技术大多局限在对底域 K 的分歧行为有要求

的情形里。[BMS1BMS1] 构造了 Ainf-取值的上同调理论，指出在不对 K 有任何限制的情况下，上述

p-进上同调理论都来自 Ainf 的基变换。具体来说给定任意底域 K 上的紧合光滑概形，其有好约

化 X，那么对 X 到 OCK
= OCp 上的基变换我们能构造一个 Ainf-取值的上同调：

W (C♭
p)

OCp Ainf = W (OC♭
p
)

W (k)

étale

θ

de Rham

crystalline

使得沿上述三个箭头基变换都产生了各自的上同调理论:

1. 平展：RΓAinf(X )⊗L
Ainf

W (C♭
p) ' RΓét(X,Zp)⊗L

Zp
W (C♭

p)

2. de Rham：RΓAinf(X )⊗Ainf OCp ' RΓdR(XOCp/OCp)

3. 晶体：RΓAinf(X )⊗L
Ainf

W (k) ' RΓcris(Xk/W (k))

并且还具有性质

1. H i
Ainf

(X ) 是有限展示 Ainf-模

2. H i
Ainf

(X )[1/p] 是有限生成自由 Ainf[1/p]-模

3. H i
Ainf

(X ) 携带有 Frobenius-半线性自同态 ϕ，其在将 ker θ 的生成元 ξ 可逆后变为同构

ϕ : H i
Ainf

(X )[1/ξ]→ H i
Ainf

(X )[1/ϕ(ξ)]

[BMS2BMS2] 的主要工作在于给出了和 [BMS1BMS1] 独立的 Ainf-上同调的构造方式，这一构造简单
来说是在 TC−(−;Zp)上构造了一个滤链，它的诸分次给出了上述 p-进上同调。更进一步，我们
通过一个合适的概形范畴上的 Grothendieck 拓扑以及检查诸多构造在这个拓扑下的层性质，从
而将上述滤链的构造和比较归化到了简单的情况。

这一方法能够更进一步给出多于 Ainf-上同调的信息：在经典 p-进 Hodge 理论中我们有着
如下理论，它是对晶体表示分类的一个尝试。

选定 $ ∈ OK，定义 S = W (k)[[z]], θ̃ : S→ OK : z → $。ker θ̃ 被 E(z) ∈ S 生成。
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定义 2.28. 一个 Breuil-Kisin 模是指有限生成 S-模 M 以及一个同构

M ⊗S,φ S[1/E]→M [1/E]

这里 ϕ 指 S→ S : z 7→ zp, w 7→ F (w) 诱导的 S 在 S[1/E] 上的作用。

这一定义具有如下几何含义：它能够探测一类来自几何的表示。具体来说考虑无挠 p-进平
展上同调 T i = H i

ét(XK̄ ,Zp)/tors.，那么 HomZp(T
i,Zp) 是一个 Breuil-Kisin 模，并且在某种程

度上这一构造能够诱导了一些特定晶体表示和 Breuil-Kisin 模之间的等价。11

上述经典理论促使人们猜测 Breuil-Kisin 模的几何化诠释，这也是 [BMS2BMS2] 得到的额外结
果：即在 Ainf-上同调之下，还有 Breuil-Kisin 模取值的上同调，它能够还原前述上同调：

W (C♭
p)

OK S Ainf = W (OC♭
p
)

W (k)

de Rham
θ=θ̃◦φ

Ainf

crystalline

étale

使得沿上述箭头基变换都产生了各自的上同调理论。这里我们仍然固定 X 是 OK 上紧合光滑

概形：

1. Ainf：RΓS(X )⊗S Ainf ' RΓAinf(XOC
)

2. de Rham：RΓS(X )⊗L
S,θ OK ' RΓdR(X/OK)

这里基变换态射是 θ := θ̃ ◦ ϕ : S→ OK

3. 晶体：RΓS(X )⊗L
S W (k) ' RΓcris(Xk/W (k))

并且还具有性质

1. RΓS(X ) 是 S-模完美复形

2. H i
S(X ) 是 Breuil-Kisin 模

3. 存在 ϕ-线性的 Frobenius 映射 ϕ : RΓS(X )→ RΓS(X )，使得其诱导了同构

RΓS(X )⊗S,φ S[1/E] ' RΓS(X )[1/E]

Breuil-Kisin上同调的构造也同样依赖于检查特定的拓扑循环同调，只不过我们需要考虑一些相
对版本的构造。

本次讨论班中我们将主要跟随 [BMS2BMS2] 的构造，给出依赖于 THH 和 TC− 的 Ainf-上同调
的构造，并利用相对版本的 THH 和 TC− 完成本节承诺的 Breuil-Kisin 模取值上同调。

关于比较定理的证明，我们采取如下策略：

1未检查这一结果的具体表述。
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1. Ainf-de Rham（HC−-de Rham）比较：我们采取 [AN18dRAN18dR] 的构造，简单来说其指出了携
带 HKR 滤过的 HC− 作为滤对象上携带着来自 Beilinson t-结构的倍速滤过：其分次有着
精确的来自余切复形的描述。

2. Ainf-晶体比较：我们采取 [BMS2BMS2] 的构造，其主要利用拟合割下降和到完美情形的约化完
成证明。同时我们提及存在前述 Beilinson t-结构的类似构造，这一方法的主要参考资料
为 [AN18cAN18c]。

3. Ainf-平展比较：这一部分证明较为复杂，依 [BMS2BMS2] 中所述暂时不存在直接的比较 THH
和 TC− 构造的上同调和平展上同调的方法，其比较方式是通过与 [BMS1BMS1] 的经典构造完
成的。我们采用的策略与之不同：在后半部分我们引入 [BS19BS19] 中构造的棱镜上同调，并
利用其中的棱镜-Ainf 比较和棱镜-平展比较完成比较定理证明。

4. BK 模-Ainf 比较：这是标准的 THH 基变换论述，我们将在构造 Breuil-Kisin 模取值上同
调的过程中完成证明。

2.4 完美胚环

关于斜置、完美胚和无穷小周期环我们有着更为一般的构造，它们被称之为完美棱镜。不

过现在我们暂时不触及这些内容，只注重一些比较初等的代数性质。

定义 2.29. 称环 S 是完美胚的，如果：

1. S 是 π-进完备的，∃π ∈ S, πp|p

2. Frobenius 映射 ϕ : S/pS → S/pS 是满射

3. ker θ 是主理想，其中 θ : Ainf(S) = W (S♭)→ S

我们需要解释一下记号 θ，这里和完美胚域不完全一样。θ : Ainf(S)→ S定义如下：Ainf(S) =

W (S♭), S♭ = lim←−x 7→xp S/pS，我们需要如下结果：

引理 2.30.
S♭ = lim←−

x 7→xp

S = lim←−
x 7→xp

S/πS

Ainf(S) = lim←−Wr(S)

证明. 第一部分是直接的：我们考虑映射 lim←−S → S♭ → lim←−S/πS。

给定 (xi), (yi) ∈ lim←−S，使得其在 S♭ 中像相同，那么 xi = yi mod p =⇒ xp
n

i+n = yp
n

i+n mod
pn+1，从而 xi = yi mod pn+1，因此 xi = yi，说明了第一个箭头的单性。

给定 (yi) ∈ S♭ = lim←−S/pS，选定提升 ỹi ∈ S，那么直接检查 p-进拓扑就有 lim(ỹp
n

i+n) =

xi ∈ S 存在，那么 (xi) ∈ lim←−S 就是满足要求者。对于另一个箭头，即 π 的情况同理。

第二部分则是源自：

W (S♭) = lim←−Wr(S
♭) = lim←− lim←−Wr(S/πS) = lim←−Wr(S/πS)
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进一步 W (S/πsS) → W (S/πS) 是同构，因为我们逐项检查核，只需计算 Wr(πS/π
sS)，直接

计算 Frobenius 发现它们被若干次 Frobenius 作用后消失。因此就有

lim←−Wr(S/πS) = lim←− lim←−Wr(S/π
sS) = lim←−Wr(lim←−S/πsS) = W (S)

因此我们定义 θ : W (S) → lim←−Wr(S) → W1(S) = S，在 S 是完美胚域的时候这和前文的

定义是相符的。特别地我们有如下对 Ainf 的刻画，这个命题解释了无穷小周期环名称的来源：

命题 2.31. 如果 S 是完美胚环，那么 Ainf(S)→ S 具有如下万有性质：θ 满，Ainf(S)是 ker θ-完
备的；并且对于任何 f : A → S 满足 f 满，A 是 ker f -完备的，就有 g : Ainf(S) → A 使得

f ◦ g = θ。

命题 2.32. R 是完美胚环，则 θ : Ainf(R) → R 的核被如下非零因子 ξ = p + [π♭]pα 生成，其

中 π♭ = (π, π1/p, · · · ) ∈ R♭, α ∈ Ainf(R)。

证明. 由 [DK14DK14] 知，θ : Ainf(S) → S 是满射，因此存在 x ∈ Ainf(S) 使得 p = πpθ(−x)，因此
ξ = p+ [π♭]px ∈ ker θ。

现在 ker θ 是主理想，假设其生成元为 ξ′ = (ξ′0, ξ
′
1, · · · ) ∈ Ainf(S)，有 ξ = ξ′a。那么考虑对

应的 Witt 向量展开：
(π♭p, 1 + π♭p2x1, · · · ) = p+ [π♭]px = ξ = ξ′a

= (ξ′0, · · · )(a0, · · · ) = (ξ′0a0, ξ
′p
0 + ξ′1a

p
0, · · · )

从而 ξ′1a
p
0 = 1 + π♭p2 − ξ′p0 a1，注意其在 S♭ = lim←−S/πS

pr1−→ S/πS 下的像是 1，因此其是单位，
从而 ξ′1, a0 都是 S♭ 中的单位，因此 a ∈ Ainf(S)

×，这就说明了结果。

我们还有如下性质：

引理 2.33. 完美胚环都是既约的。

证明. 如果 aN = 0, N >> 1，则 (a/πn)N = 0，从而 a/πn 的幂是有界的。因此由 π-进完备性
就有 a = 0。

I BMS 滤过和 Ainf 上同调

3 余切复形、Hochschild 同调和拓扑 Hochschild 同调

3.1 非 Abel 导出

首先我们介绍余切复形，它应当被理解为微分模 Ω1
−/− 的导出版本。为轻便起见，我们采

用非 Abel 导出函子来定义余切复形。

定理 3.1 ([HTTHTT, Proposition 5.5.8.15]). C 是一小 ∞-范畴，其中有有限余积；D 是一 ∞-范畴，
其中有滤余极限和几何实现（lim−→∆op）。
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记 PΣ(C) 为 C 上所有保持有限积的（空间值）预层构成的全子范畴，FunΣ 为全体保持有

限余极限和几何实现的函子张成的全子范畴. 那么 Yoneda 嵌入 j : C → PΣ(C) 诱导的

j∗ : FunΣ(PΣ(C),D)→ Fun(C,D)

是等价。

特别地，给定函子 F : C → D，其诱导的 PΣ(C)→ D 称为 F 的非 Abel 导出。

定理 3.2 ([HTTHTT, Corollary 5.5.9.3]). PΣ(PolyR) = sCAlgR

定义 3.3 (余切复形). 在前文的设定下，取 C = PolyR,D = D(R)，函子 F = Ω1
−/R，其非 Abel

导出 L−/R : sCAlgR → D(R) 称为（R-模的）余切复形。
特别地，我们也记其与 CAlgR → sCAlgR 的复合为 L−/R : CAlgR → D(R).

注记. 类似地，我们定义余切复形的楔积
∧i L−/R 为 Ωi

−/R 的导出，

命题 3.4 ([StacksStacks, 08P5]). 给定环态射 A→ B:

1. LB/A ∈ D≤0(B)，并且 H0(LB/A) ∼= Ω1
B/A

2. 如果 A→ B 光滑，则 LB/A
∼= Ω1

B/A[0]，更一般地 ∧
iLB/A

∼= Ωi
B/A[0]

3. 给定 A→ B → C，则如下为 D(C) 中好三角：

LB/A ⊗L
B C → LC/A → LC/B → · · ·

4. 给定 A→ B,A→ C，则如下基变换是同构

LC/A ⊗L
A B ∼= L(C⊗L

AB)/B

3.2 导出 Hochschild 同调和 HKR 滤过

我们不再回顾 Hochschild同调和拓扑 Hochschild同调的构造。注意为了和拓扑 Hochschild
同调的构造：A⊗A⊗Aop A ∈ CAlg(Sp) 相符，我们应当将经典 Hochschild 同调的构造替换为其
“导出”版本，准确地说：

定义 3.5 (Shukla 同调). 定义 Shukla 同调 Sh(−/R) : sCAlgR → D(R) 为函子 HH(−/R) :

PolyR → D(R) 的非 Abel 导出。

注记. R → A 平坦时 Shukla 同调和经典 Hochschild 同调相符，这符合我们对 Shukla 同调是
将张量积更换为导出张量积的期望。

从此之后在谈论 Hochschild 同调时我们永远默认谈论的是 Shukla 同调，并也用 HH 记之。

例子. THH(A)⊗THH(Z) Z ' HH(A)

接下来介绍 Hochschild-Kostant-Rosenberg 滤过，首先我们从经典结论开始：

定理 3.6 (Hochschild-Kostant-Rosenberg). A 是光滑 R-代数，则 Ωn
A/R → HHn(A/R), n ≥ 0

是同构。
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证明. 我们只需证明典范映射
∗∧
A

TorA⊗RA
1 (A,A)→ TorA⊗RA

∗ (A,A)

是同构。现在已知

TorA⊗RA
1 (A,A) = I/I2, I = ker(µ : A⊗R A→ A)

现在如果 I = (r1, · · · , rd) 由正则序列生成（ri 在 (A⊗R A)/(r1, · · · , rd−1) 中的非零因子），则

A = (A⊗R)A/I 作为 A⊗R A 模被 Koszul 复形消解：

0→ (A⊗R A)(
d
d
) → · · · → (A⊗R A)(

d
1
) → A⊗R A→ (A⊗R A)/(r1, . . . , rd)→ 0

这个链复形由若干链复形 0→ A⊗RA
·ri→ A⊗RA→ 0做张量积得到。从而用这一消解计算 Tor

知所需典范映射确为同构，因此这完成了 I 被有限正则序列生成的情况。

另一方面，对于一般的光滑 R-代数 A，由 Hochschild 同调的 Zariski 下降，即 HH(−/R)

是 Zariski 层（事实上在后面将会看到它是 fpqc 层）。因此我们可以 Zariski 局部地论证，从而
问题归化到了 A 局部的情况。

现在由光滑代数的局部结构 [StacksStacks, 00TA]，此时 A⊗R A,A 都是正则局部环，从而 A⊗R

A→ A 的核被正则序列生成，这就说明了结果。

定义 3.7 (HKR 滤过). 考虑 HH(−/R) : PolyR → D(R) 到 sCAlgR → D(R) 的 Kan 扩张，
Postnikov 滤过 τ≥n HH(−/R) 也扩张成为一般的 HH(−/R) 的滤过 FilHKR。

现在由 HKR 定理，多项式代数上 HH 的 Postnikov 滤过就是诸微分模，因此有

griHKR HH(−/R) = ∧iL−/R[i]

3.3 导出 de Rham 上同调和 Cartier 同构

定义 3.8 (导出 de Rham 上同调). 给定环 R，定义导出 de Rham 上同调 LΩ−/R : CAlgR →
D(R) 为函子 PolyR → D(R) : A 7→ Ω•

A/R 的非 Abel 导出。

定理 3.9 (Cartier同构). 给定环 R ∈ CAlgFp
，S = R[x1, · · · , xr], φS/R : S(1) := S⊗R,FrobR→ S

为 S 沿着其上 Frobenius 的基变换，那么有拟同构

(Ω•
S(1)/R

, 0)→ (Ω•
S/R, ddR)

这个拟同构在 0 处是 φS/R 并且将 dxj 7→ xp−1
j dxj

证明. 只需计算

Ωi
S/R =

⊕
e1,...,er∈{0,...,p−1}

⊕
1≤j1<···<ji≤r

xe11 · · ·x
er
r S(1)dxj1 ∧ · · · ∧ dxji (3.1)

考虑逆映射 (Ω•
S/R, ddR)→ (Ω•

S(1)/R
, 0)

xe11 · · ·x
er
r dxj1 ∧ · · · ∧ dxji 7→ dxj1 ∧ · · · ∧ dxji
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其中

ej =

p− 1 j ∈ {j1, . . . , ji}

0 j /∈ {j1, . . . , ji}
.

只需证明两个映射的复合和 id 同伦，归纳知只需证明 r = 1 的情况，此时直接计算就说明了结

果：此时映射为 xe11 f 7→ e1x
e1−1
1 fdx, e1 = 1, · · · , p− 1，这当然可逆。

定理 3.10 (导出 Cartier 同构). 给定环 R ∈ CAlgFp
, A ∈ CAlgR，则存在 LΩA/R 上的滤过，称

为共轭滤过 (conjugate filtration)，并且每个分次

griLΩA/R
∼= (∧iLA(1)/R)[−i]

证明. 如果 R 是多项式环，此时取滤过为 Postnikov 滤过即可，那么前一命题和导出函子共同
说明了结果。

注记. 对于一般的环，上述构造仍然成立，也称之为共轭滤过。

3.4 余切复形的 fpqc 下降

定理 3.11. 固定环 R,∀i ≥ 0, A 7→ ∧iLA/R 是 fpqc 层。即如果 A→ B 忠实平坦，就有等价

∧iLA/R ' lim(∧iLB/R ⇒ ∧iL(B⊗AB)/R · · · )

证明. 我们首先证明 i = 0, 1 的情况：i = 0 时这不过是忠实平坦下降，i = 1 时证明如下：取

B• 为 A→ B 的 Cech 脉，那么考虑 R→ A→ B• 给出的

LA/R ⊗L
A B• → LB•/R → LB•/A

由于我们已经知道余切复形都是 D≤0 中的对象，由 Dold-Kan 对应将上述对象都视为单纯
对象，此时只需要证明：

1. LA/R → lim(LA/R ⊗A B•) 是同构

2. Tot(LB•/A) = 0

这样在上述好三角里对 ∆ 取极限就得到了要证明的结果。

再一次地，条目 1 不过是 fpqc 下降（LA/R 可以被替换为任何 D(A) 中的对象）。条目

2 则是源于计算 πiLB•/A = H−i(LB•/A)（这里 πi 指单纯同伦群，由 Dold-Kan 对应其就是
LB•/A ∈ D≤0 的同调群）。

由于 A→ B 忠实平坦

H−i(LB•/A) = 0⇐ H−i(LB•/A)⊗A B = H−i(LB•/A ⊗A B) = 0

倒数第二个等号是万有系数定理。现在取 B → C• 为 A→ B• 沿 A→ B 的基变换，此时 C• 是

B → B⊗AB 的 Cech脉。然而映射 B → B⊗AB 有截面，因此 B → C• 是单纯同伦等价，从而

H−i(LC•/B) = H−i(LB/B) = 0。由余切复形的基变换，H−i(LB•/A ⊗A B) = H−i(LC•/B) = 0，

这就说明了结果。
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接下来我们说明一般的 ∧i 的情况：正合列 LA/R⊗L
AB• → LB•/R → LB•/A 诱导了 ∧iLB•/R

上的滤过，其中每个分次分别是

grj ∧i LB•/R ' (∧jLA/R ⊗L
A B•)⊗L

B• ∧i−jLB•/A

因此逐分次看，类似证明：∧jLA/R → lim(∧jLA/R ⊗A B•) 是同构，并且 Tot(∧i−jLB•/A) = 0，

从而取极限后，上述滤过退化成所需的同构。

利用 HKR 滤过，我们可以将上述下降结果推广到 Hochschild 同调和 THH 上，具体如下：

定理 3.12.

1. 对任何交换环 R：

HH(−/R),HC−(−/R),HH(−/R)hT,HP(−/R)

作为 CAlgR 出发的函子都是 fpqc 层

2.
THH(−),TC−(−),THH(−)hT,TP(−)

作为 CRing 出发的函子都是 fpqc 层

证明.

1. 定理 3.113.11说明 HH(−/R) 在 HKR 的每个滤过下都是层，从而取极限说明 HH(−R) 也是

如此。类似地可以说明 HC−。HH(−/R)hT 则是源于 HKR 滤过是弱 Postnikov 的，注意
(−)hT 是右 t-正合的，从而检查同伦群和 HKR 的每个分次部分的连通度就说明了：

π∗ HH(−/R)hT
∼−→ π∗(lim(HH(−/R)/FilnHKR)hT)

因此只需证明后者是 fpqc 层，从而只需证明每个 (griHKR HH(−/R))hT 是层。然而检查

Hochschild 同调上的 T-作用知其在每个分次部分上平凡地作用，从而再一次由 HKR 滤
过的确是层，这就说明了 Hochschild 同调部分的结果。

2. 同理我们只需证明 THH(−) 的情况：此时考虑滤过 {THH(A)⊗THH(Z) τ≤n THH(Z)}，从
而只需证明每个分次 (THH(A)⊗THH(Z) Z)⊗Z πn THH(Z) 是层。

然而我们有 Bökstedt 的计算：πn THH(Z) 是有限 Abel 群因此问题归结到证明

THH(−)⊗THH(Z) Z = HH(−) 是层，这就说明了结果。
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3.5 循环对象和拓扑 Hochschild 同调

尽管我们已经不加说明的使用了拓扑 Hochschild 同调的诸多性质，在这里我仍想简要引用
Nikolaus-Scholze 的工作 [NS18NS18] 简要叙述拓扑 Hochschild 同调上的 T-作用以及其带来的诸多
相关副产物。本节内容主要参考 [NS18NS18, Appendix B]，本节目标是简要介绍 THH上携带的 T-作
用。为此我们定义诸多纯组合的范畴并定义其产出的“循环对象”，最后证明其上携带 T-作用。

定义 3.13 (Connes 循环范畴).

Λ∞: 定义 Λ∞ ⊆ ZPoSet 为所有形如 (1/n)Z, n ≥ 1 的对象构成的全子范畴，其中 PoSet 是全
体偏序集和不减映射构成的范畴，ZPoSet 是带 Z-作用的偏序集。

BZ 在 Λ∞ 上有一作用，具体如下：这等价于 Λ∞ 的态射空间上有 Z 作用，并且 Z 的生
成元 σ 将 f : (1/n)Z→ (1/m)Z 映为 σ(f) = f + 1.

Λp: 定义 Λp = Λ∞/B(pZ)，即对象和 Λ∞ 相同，态射空间商去 σp 作用。

Λ: 定义 Λ = Λ1，自然 Λ = Λp/BCp。

命题 3.14. Λ∞ 是自对偶的，并且这一对偶是 BZ-等变的，从而也可下降到 Λp,Λ 上。

证明. 给定 f : S → T, S, T ∈ Λ∞，定义 f◦ : T → S : f◦(x) = min{y|f(y) ≥ x}。等变性来自
f◦(x+ 1) = f◦(x) + 1，自对偶性来自 f(y) = max{x|f◦(x) ≤ y}，这就说明了结果。

现在回忆结合 ∞-算畴的构造：我们可以定义一个 (1-) 多色算畴，记为 Assoc⊗。进一步其
产生了 ∞-算畴 N(Assoc⊗)→ N(Fin∗)，这个 ∞-算畴常常被记为 Assoc。

定义 3.15. 定义函子 V : Λ → Fin : (1/n)Z→ {0, 1/n, · · · , (n− 1)/n}，即将 T 映为 T/Z。更
进一步这个函子穿过 V : Λ→ Assoc⊗act = Assoc⊗ ×Fin∗ Fin.

推论 3.16.
∆ ' Λ/1·Z

证明. 给定 f : (1/n) · Z→ 1 · Z，定义其在 ∆ 中的像为 V ((1/n) · Z)，序关系由 f 给出。其逆

构造如下：给定 [n− 1] = {0, 1, · · · , n− 1} ∈ ∆，其被映为 (1/n) ·Z，其上序关系由 Z× [n− 1]

的字典序给出。

检查 Z-等变性知这给出了 ∆→ Λ/1·Z 的函子并且两者互逆。

定理 3.17. 记 j : ∆→ Λ : [n] 7→ (1/n+ 1) · Z，则诱导的函子

j∞ : ∆op → Λop
∞

是共尾的 ∞-范畴。

证明. 由 Quillen 定理 A，只需证明对于任何 T ∈ Λ∞，C = ∆×Λ∞ Λ∞/T 是弱可缩的。在这里

不详细写出证明，参见 [NS18NS18, Corollary B.3]。

定义 3.18. 给定 ∞-范畴 C，定义循环对象构成的 ∞-范畴为 Fun(N(Λop), C)。
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本节的主命题是：循环对象都携带者典范的 T-作用。

命题 3.19. 对于任何有所需余极限的 ∞-范畴 C，存在循环对象出发的函子

Fun(N(Λop), C)→ CBT

其中底对象是

lim−→
N(∆op)

j∗F, F : N(Λop)→ C

证明. 该函子由如下给出：

Fun(N(Λop), C)→ FunBZ(N(Λop
∞), C)→ FunBZ(pt, C) = CBBZ = CBT

其中第二个箭头是

lim−→
N(Λop

∞)

: Fun(N(Λop
∞), C)→ C

现在我们将构造落实到拓扑 Hochschild 同调上：

定义 3.20 (拓扑 Hochschild 同调). 给定 A ∈ AlgE1
(Sp)，有循环谱

N(Λop)
∼−→ N(Λ)

V−→ N(Assoc⊗act)
A⊗
−→ Sp⊗act

⊗→ Sp

定义其对应的 T-等变谱为 THH(A) ∈ SpBT，其余极限是几何实现源于定理 3.173.17。

3.6 分圆谱，拓扑循环同调和相关变体

首先回忆 Tate 构造，以及有所有所需极限和余极限的稳定 ∞-范畴是 1-半加的这一事实：

定义 3.21 (Tate 构造). 给定稳定 ∞-范畴 C，有限群 G，定义 Tate 构造为

−tG : CBG → C : X 7→ cofib(NmG : XhG → XhG)

更一般地，给定一个拓扑群 H，以及有限群 G ≤ H 是其正规子群，定义 Tate 构造为

−tG : CBH → CB(H/G) : X 7→ cofib(Nmf : f!X → f∗X)

其中 f : BH → B(H/G)。

拓扑循环同调的构造依赖如下结构，称之为分圆谱：

定义 3.22.

1. 一个分圆谱是指 X ∈ CBT，以及 T-等变映射 ϕp : X → XtCp , ∀p prime.

2. 一个 p-分圆谱是指 X ∈ CBCp∞，以及 Cp∞-等变映射 ϕp : X → XtCp。
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定义分圆谱范畴为如下拉回

CycSp //

��

(
∏

p Sp
BT)∆

1

(ev0,ev1)

��

SpBT
(id,

∏
−tCp )

// (
∏

p Sp
BT)× (

∏
p Sp

BT)

类似地，定义

CycSpp
/ /

��

(SpBCp∞ )
∆1

��

SpBCp∞ // SpBCp∞ × SpBCp∞

注记. 粗略地说，分圆谱是如下 2-等化子 SpBT
id−−−−−−−→−−−−−−−→∏

p(−
tCp )

SpBT

接下来给定分圆结构，我们能够定义相伴的拓扑循环同调：

定义 3.23. 给定分圆谱 (X, (ϕp))，定义拓扑循环同调为 TC(X) = MapCycSp(S, X)。

命题 3.24. 存在纤维列
TC(X)→ XhT

∏
(φhT

p −can)
−→

∏
(XtCp)hT

其中

ϕhT
p : XhT → (XtCp)hT

以及

can : XhT ' (XhCp)hT/Cp ' (XhCp)hT → (XtCp)hT

证明. 直接检查 CycSp 中拉回的定义即可。

回到拓扑 Hochschild 同调，我们指出其上存在分圆结构。

定理 3.25. THH(R) ∈ SpBT 有典范的分圆结构。

证明. 具体构造参见 [NS18NS18, p. III.2.3]，简述如下：为构造 T(∼= T/Cp)-等变映射 ϕp : THH(A)→
THH(A)tCp，我们考虑 Tate 对角线 ∆ : − =⇒ (−⊗p)tCp，从而考虑图表

· · · R⊗3 R⊗2 R

· · · (R⊗3p)tCp (R⊗2p)tCp (R⊗p)tCp

C3

∆

C2

∆ ∆

C3 C2

第一行的余极限由定义是 THH(A)，下面计算第二行的余极限，首先我们严格描述第二行。记

FreeCp 是有限自由 Cp0 集合 S，从而有函子 FreeCp → Fin : S 7→ S/Cp。现在考虑汉字

sdp : Λ
op
p → Λop : (1/n)Z 7→ (1/(np))Z
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这诱导了函子

N(Λop
p )→ N(FreeCp)×N(Fin) N(Assoc⊗act)

R⊗
−→ N(FreeCp)×N(Fin) Sp

⊗
act

更进一步复合函子

N(FreeCp)×N(Fin) Sp
⊗
act → (Sp⊗act)

BCp :

(S, (Xs̄)s̄∈S̄=S/Cp
) 7→ (S, (Xs̄))

继续复合

(Sp⊗act)
BCp ⊗−→ SpBCp −tCp

−→ Sp

更进一步这个函子是 BCp 等变的，从而得到

N(Λop) = N(Λop
p )/BCp → Sp

然而计算这一循环对象的余极限实际上只需在 NΛ∞ 上计算，此时交换和 −tCp 和余极限

的顺序就有该余极限 T-等变地映到 THH(A)tCp，这就完成了构造。

综上我们就完成了 THH,TC 的定义。与此同时我们提及其他量并罗列如下：

定义 3.26.

1. TC(R) = TC(THH(R))

2. TC−(R) = THH(R)hT

3. TP(R) = THH(R)tT

更进一步，我们将使用其 p-完备化，并相应地记之为 THH(A;Zp)，并类似地构造 TC,TC−,TP。
注意 XhT = lim(τ≤nX)hT（检查同伦群），而 p-完备对象对极限封闭，从而知道 X 同伦群

下有界且 p-完备说明 XhT 也是如此。特别地，如果 THH(R;Zp) 是同伦群下有界的，那么前述

构造：TC(R;Zp),TC−(R;Zp),TP(R;Zp) 都是 p-完备的。

引理 3.27 ([NS18NS18, Lemma II.4.2]). A 是连合环谱时:

TP(A;Zp) ' (THH(A)tCp)hT ' (THH(A;Zp)
tCp)hT

因此我们可以取 Tate 构造的不动点得到如下图表：

TC−(R;Zp) TP(R;Zp)

THH(R;Zp) THH(R;Zp)
tCp

φhT

can

φ

其中如同前文一样

can : THH(R)hT ' (THH(R)hCp)hT/Cp ' (THH(R)hCp)hT → (THH(R)tCp)hT ' TP(R;Zp)

诱导了 TC−(R;Zp)→ TP(R;Zp)。

最后我们指出存在如下计算相关量的谱序列



4 拟合割景 22

命题 3.28.

1. 同伦不动点：Eij
2 = H i(T, π−j THH(R)) =⇒ π−i−j TC−(R)

2. Tate 不动点：Eij
2 = π−i(π−j THH(R))tT =⇒ π−i−j TP(R)

4 拟合割景

4.1 拟合割景

定义 4.1. A 是交换环，M ∈ D(A), a, b ∈ Z t {±∞}。

1. 称M 有 p-完备 tor-振幅 [a, b]：如果M⊗L
AA/pA ∈ D(A/pA)的 tor-振幅（即任何 A/pA-模

N，H•(M ⊗L
A A/pA⊗L

A/pA N) 集中在 [a, b] 中）。

2. 称 M ∈ D(A) 是 p-完备（忠实）平坦的，如果 M ⊗L
A A/pA ∈ D(A/pA) 聚集在 0 处并且

是（忠实）平坦 A/pA-模。

注记. 可以直接将 p 替换为 pn：因为考虑基变换 A/pnA→ A/pA，我们只需说明这一基变换不

改变 tor-振幅。一个方向直接来自基变换不改变振幅，对于反方向我们检查基变换产生的三角

(X ⊗L
A/pnA A/pA)⊗L

A/pA pA/pnA→ X → X ⊗L
A/pnA A/pA

（这里取 X = M ⊗A A/pnA）

假设 X ⊗L
A/pnA A/pA 具有 tor-振幅 [a, b]，那么只需检查边界项就立刻说明了结果。

定义 4.2 (拟合割景).

1. 称环 A 是拟合割的，如果以下成立：

(a) A 是 p-完备的，并且有有界 p∞-挠。

(b) LA/Zp
∈ D(A) 具有 p-完备 tor 振幅 [−1, 0]

记其构成的全子范畴为 QSyn。

给定 p-完备有限 p∞-挠环之间的态射 A→ B：

2. 称 A→ B 是拟合割态射（覆盖）如果以下成立：

(a) B 在 A 上 p-完备（忠实）平坦

(b) LB/A 有 p-完备 tor-振幅 [−1, 0]

3. 称 A→ B 是拟光滑态射（覆盖）如果以下成立：

(a) B 在 A 上 p-完备（忠实）平坦

(b) LB/A ∈ D(B) p-完备平坦
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本节的目标是说明在拟合割覆盖下，QSyn成为一个景。为此我们需要说明覆盖的可复合性
和在基变换下的稳定性，为此我们需要说明 p-完备平坦性的行为。
然而事实上，这一性质在有界 p∞-挠环上有简单而明确的描述。

定理 4.3. A 是有界 p∞-挠环：

1. M ∈ D(A) 是导出 p-完备模（即在 D(A) 中，lim←−(· · ·
×p−→M) = 0），如果它 p-完备平坦，

那么：

M 是一个聚集在 0 处的经典 p-完备 A 模，有有界 p∞-挠，∀n ≥ 1,M/pnM 在 A/pnA

上平坦，并且 M ⊗A A[pn]→M [pn] 是同构。

2. 反过来如果 N 是一个经典 p-完备 A 模并且有有界 p∞-挠，N/pnN 在 A/pnA 上平坦，

则 N ∈ D(A) 是 p-完备平坦的。

我们首先证明引理：

引理 4.4. A 是有界 p∞-挠环，M ∈ D(A) 导出 p-完备，并且有 p-完备 tor-振幅 [a, b]，则

M ∈ D[a,b](A)

证明. 由于 A 有有界 p∞-挠，{A/pnA} 和 {A⊗L
Z Z/pnZ} 是同构的 pro-对象，现在：

M ' lim←−M/pnM ' lim←−M ⊗L
A A/pnA

然而 M 的假设保证了 M ⊗L
A A/pnA ∈ D[a,b](A/pnA)，并且 Hb 上的映射是满射，那么取极限

就说明了结果。

定理 4.34.3的证明.

1. 定理 4.44.4说明 M 聚集在 0 处。由于 M 是 p-完备平坦的，结合前述注记知 M/pnM =

M ⊗L
A A/pnA 也是平坦的 A/pnA-模。此时由前一引理的说明：M ⊗L

A A/pnA = M/pnM，

这就说明其在经典意义下 p-完备。

只需说明 M ⊗A A[pn]→M [pn] 是同构，但这是因为我们有如下标准的正合列：

0→ (A[pn])[1]→ A⊗L
Z Z/pnZ→ A/pnA

（注意 Tor1(A,Z/pnZ) = A[pn],Tor0(A,Z/pnZ) = A/pnA）简便起见记 An = A ⊗L
Z

Z/pnZ,Mn = M ⊗L
Z Z/pnZ，则上述三角盒 Mn 张量积后得到

Mn ⊗L
An

(A[pn])[1]→Mn →Mn ⊗L
An

A/pnA

然而第三项由定义实际上是

Mn ⊗L
An

A/pnA ∼= M ⊗L
A A/pnA⊗Z Z/pnZ ∼= M ⊗L

A A/pnA = M/pnM

因此聚集在 0 处并且在 A/pnA 上平坦；并且第一项

Mn ⊗L
An

A[pn] = (Mn ⊗L
An

A/pnA)⊗L
A/pnA A[pn]
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是两个聚集在 0 处的链复形的乘积，从而也聚集在 0 处。因此由三角就有

M [pn] = H−1(Mn) = H0(Mn ⊗L
An

A[pn])

而后者正是 M ⊗A A[pn]，这就说明了结果。

2. 反过来的论述是直接的，这里略过了。

我们将这里的讨论总结如下：

推论 4.5. A→ B 是导出 p-完备环之间的映射

1. A 有界 p∞-挠，A→ B p-完备平坦，则 B 有界 p∞-挠

2. B 有界 p∞-挠，A→ B p-完备忠实平坦，则 A 有界 p∞-挠

3. A,B 均有界 p∞-挠，则 A→ B 是 p-完备（忠实）平坦的当且仅当 A/pnA→ B/pnB（忠

实）平坦

证明. 第一部分与第三部分直接来自定理 4.34.3，第二部分是因为定理 4.34.3的证明说明如果 B 是 p-
完备平坦的，就有 A[pn]⊗A/pnA B/pnB → B[pn] 是同构，但是忠实平坦性保证 A[pn] ⊆ B[p∞]，

从而说明了一切。

我们下面来证明主结果：

定理 4.6. QSynop 构成了一个景：即覆盖在复合和基变换下封闭。

为此我们只需利用前述 p-完备平坦性的刻画，导出如下两个引理：

引理 4.7. A→ B 是 p-完备环的拟合割覆盖，则 A ∈ QSyn ⇐⇒ B ∈ QSyn.

证明. 由定理 4.54.5中 p∞-挠的等价性，总可以假定 A,B 都具有有界 p∞-挠，从而只需检查余切
复形的 tor-振幅。

假设 A ∈ QSyn，此时考虑 Zp → A→ B 给出的好三角

LA/Zp
⊗L

A B → LB/Zp
→ LB/A

那么 A,A→ B 的拟合割性就说明了结果。

反过来假设 B ∈ QSyn，再次检查好三角说明 LA/Zp
⊗L

A B 具有 tor-振幅 [−1, 1]，但是连合
性就说明其振幅为 [−1, 0]。然而 A → B 还是 p-完备忠实平坦的，因此忠实平坦性保证 LA/Zp

也具有 tor-振幅 [−1, 0]。

以及

引理 4.8. 1. 复合的稳定性：A→ B,B → C 拟合割（拟光滑），则 A→ C 拟合割（光滑）。

并且如果 A→ B,B → C 是覆盖，A→ C 也是如此。
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2. 基变换的稳定性：A → B 拟合割（拟光滑），A → C 是任意环太社，则 p-完备基变换
C → D := B⊗̂AC 也是拟合割（拟光滑）的，覆盖性质也被保持。

证明. 1. 检查态射复合产生的余切复形的好三角即可。

2. 记 D′ = B̂ ⊗L
A C，则 D = H0(D′)。现在 D′ 在 C 上是 p-完备平坦的（因为其来自 A→ B

的基变换），从而由定理 4.34.3其聚集在 0 处，因此 D ' D′。现在余切复形在基变换下保持，

从而综合上述讨论，拟合割性和拟光滑性都被保持，覆盖性质也是如此。这就说明了结果。

定理 4.64.6的证明. 只需证明基变换下封闭。这结合定理 4.84.8知 C → D拟合割覆盖，再由定理 4.74.7知
D ∈ QSyn，从而说明了结果。

我们最后来说明完美胚环都是拟合割的：

定理 4.9. 给定完美胚环 R，那么：

1. LR/Zp
有 p-完备 Tor-振幅聚集在 −1，其导出 p-完备化正是 R[1]

2. R[p∞] = R[p]，从而具有有界 p∞-挠。

特别地 R ∈ QSyn。

证明. 注意 p-完备振幅不随导出完备化改变（⊗LZ/pZ 后相同），因此我们只需说明 LR/Zp
的导

出完备化是 R[1]。

现在对 Zp → Ainf(R)→ R 产出的余切复形三角计算。

引理 4.10. LAinf(R)/Zp
⊗Ainf(R) R 的导出完备化是 0.

证明. 由导出 Nakayama 引理：若 K 导出 p-完备，则 K = 0 ⇐⇒ K ⊗L
Z Z/pZ = 0，我们现在

只需计算

L̂Ainf(R)/Zp
⊗L

Z Z/pZ = L̂(Ainf(R)⊗Z/pZ)/Fp
= L̂R♭/Fp

现在由于 R♭ 完美，Frobenius 在其上的作用是同构。另一方面当 LB/A，A,B 是完美 Fp-代数
且 B 是多项式环时，Frobenius 的作用是 0（d(xp) = pxp−1dx = 0），因此 Kan 扩张后对比两
者就说明 Frobenius 同时是同构和 0，从而 LR♭/Fp

消失。

回到原命题，这说明

L̂R/Zp
= L̂R/Ainf(R)

∼= ker θ/(ker θ)2[1] ∼= R[1]

（第一正合列）。

下面我们说明第二个论断，事实上它有如下一般形式：

引理 4.11. A 是 p-完备，p-无挠，p-进分离 δ-环，A/pA 既约（W (R♭) 满足此条件），d 是本

原元，则 (A/d)[p∞] = (A/d)。
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证明. 只需证明 (A/d)[p2] = (A/d)[p]，即如果 p2f = gd，需要证明 pf ∈ dA。现在由于 gd ∈ p2A，

就有 δ(gd) ∈ pA，从而 φ(g)δ(gd) ∈ pA。然而其可以被展开为 δ(d)gpφ(g) + δ(g)φ(gd)，因此

δ(d)gpφ(g) ∈ pA。

这里 φ 指 Frobenius 提升 φ(x) = xp + pδ(x)。

现在由于 A 是 (p, d)-局部的，δ(d) 是 A 的单位，那么 gpφ(g) ∈ pA，即 g2p ∈ pA。现在

A/pA 既约，那么 g ∈ pA。但是 A 是 p-无挠的，从而 pf ∈ dA。

注记. 完全类似定理 4.104.10的证明，我们可以说明：

引理 4.12. 给定完美胚环之间的环同态 S → S′：LS′/S ⊗Z Fp ' 0，特别地其（导出）p-完备化
也是 0.

证明. 由 [BMS1BMS1, Lemma 3.13]，S′ = S⊗L
Ainf(S)

Ainf(S
′)，因此由基变换只需说明 LAinf(S′)/Ainf(S)

⊗L
Z

Fp ' 0。

但是再一次由基变换，它是 LS′♭/S♭。现在注意定理 4.104.10的证明说明 LS♭/Fp
' 0，从而再一

次用余切复形三角就说明了结果。

4.2 拟正则半完美胚环

我们给出景 QSyn 的一个基：

定义 4.13. 称环 S 是拟正则半完美胚环，如果：

1. S ∈ QSyn

2. 存在 R→ S，使得 R 是完美胚环

3. S/pS 上的 Frobenius 映射是满射，即 S/pS 是半完美环

记其构成的全子范畴 QRSPerfd，其上配备拟合割覆盖给出的拓扑。

我们有如下判别：

定理 4.14. S 是一个 p-完备有界 p∞-挠环，使得 S/pS 是半完美环，那么 S 是拟正则半完美

胚环当且仅当存在完美胚环 R→ S，使得 LS/R ∈ D(S) 有 p-完备 tor-振幅 −1。更进一步如果
这一条件成立，那么对任何完美胚环 R′ → S 该条件也成立。

命题 4.15. QRSPerfdop 构成了一个景，并且其构成了 QSynop 的基：更精确地说：一个 p-完
备环落在 QSyn 中当且仅当存在拟合割覆盖 A→ S, S ∈ QRSPerfd。

证明. 只需检查基变换：特别地只需说明 D := B⊗̂AC 是拟正则半完美胚环。自动地 D 有来自

完美胚环的映射，并且 D/pD = B/pB⊗A/pAC/pC，从而 Frobenius是满射，从而说明了结果。
对于第二个结果：考虑 F = Zp[{xi}i∈I ]∧p，其有一个满射 F → A，取 F → F∞ 为添加

{p} t {xi} 的所有 p-幂次根，那么这是一个拟合割覆盖，且 F∞ 完美胚。将其沿着 F → A 基变

换得到的就是所需的覆盖。
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我们说明限制到基上诱导了层范畴的等价：

定理 4.16. 对任何可表现∞-范畴 C，顺着 u : QRSPerfdop → QSynop，有等价 ShvC(QRSPerfdop) '
ShvC(QSynop)。

证明. 定义 ShvC(QRSPerfdop) → ShvC(QSynop) 如下：首先考虑 Yoneda 嵌入 QSynop →
Shv(QRSPerfdop) : A 7→ hA，这个函子将覆盖映为有效满射并且保持 Cech 脉。因此 ∀F ∈
Shv(QRSPerfdop), A 7→ HomShv(QRSPerfdop)(hA, F ) 是 QSynop 上的层。

我们只需证明复合 Shv(QSynop) → Shv(QRSPerfdop) → Shv(QSynop) 是 id，但这是因为
给定 QSyn中的拟合割覆盖 A→ S，S ∈ QRSPerfd，则 Cech脉 S• 的每一项都落在 QRSPerfd
中（直接检查：定理 4.84.8以及直接计算 Si/pSi 是 (S/pS)

⊗(i+1)
Fp 的商），并且我们只需证明：

∀F ∈ Shv(QSynop), A ∈ QSynop : F (A) = HomShv(QRSPerfdop)(hA, F |QRSPerfdop)

但这是因为 hA = lim−→hS•，其中 A→ S 如上所述。于是代入右侧知其为 limF (S•) = F (A)，这

就说明了结果。

4.3 相对景

我们自然在使用时需要考虑上述理论的相对版本：

定义 4.17 (大拟合割景). 对任何环 A，记 QSynA 为全体态射 A → B,B ∈ QSyn 构成的全子
范畴，以及全子范畴 QRSPerfdA ⊆ QSynA，前述结果在大拟合割景上都成立。

定义 4.18 (小拟合割景). 对拟合割环 A，记 qSynA 为拟合割 A-代数构成的全子范畴，以及
qrsPerfdA ⊆ qSynA，前述结果在小拟合割景上都成立，但是这个景对 A 的函子性较差。

5 HC− 和 de Rham 上同调

这一节我们从循环同调 HC− 开始，研究其与 (Hodge 完备化下的) 导出 de Rham 上同调
之间的关系，这一节中我们首先利用 Beilinson t-结构的构造介绍一般的比较结果，最后再说明
拟合割的情况。前者主要参考为 [AN18dRAN18dR]，而拟合割的特殊情形则是 [BMS2BMS2] 中直接证明的。
需要指出的是拟合割的情形被前一部分完全覆盖了，但是它是后续构造的最为简单的情形。

5.1 光滑情形

在这一节中我们将大量使用滤对象取值的层（例如携带 Hodge 滤链的 de Rham 上同调），
为此我们首先回忆如下关于滤对象的代数事实。

定义 5.1. 定义 DF (R) = Fun(Zop, D(R))，其对象形如：

X(?) : · · · → X(n)→ X(n− 1)→ · · ·

它是 CAlg(PrLst) 中的对象，其幺半结构来自 Day 卷积：

(F ⊗L
R G)(i) = lim−→

j+k≥i

F (j)⊗L
R G(k)
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记每个分次 gri(F ) = F (i)/F (i+ 1)，称 F (−∞) = lim−→F (i) 为 F 的基底谱，称 F ∈ DF (R) 是

X 的一个滤过，如果存在态射 F (−∞) → X，称这个滤过是穷竭的如果态射 F (−∞) → X 是

等价。

称 F 完备如果 F (+∞) = lim←−i
F (i) 消失，记完备滤对象构成的子范畴为 D̂F (R)。特别地，

我们有完备化函子 F 7→ F̂ : F̂ (i) = F (i)/F (+∞)。

定义 5.2 (Beilinson t-结构). 记 DF≤0(R) ⊆ DF (R) 为所有使得 gri(F ) ∈ Di(R), ∀i 的 F 构成

的全子范畴；记 DF≥0(R) ⊆ DF (R) 为所有使得 F (i) ∈ D≥i(R), ∀i 的 F 构成的全子范畴。它

们给出了 DF (R) 上的（上同调指标）t-结构。
记对应的截断函子为 τ≤i

B , τ≥i
B ，特别地，τ≤0

B 为取连合覆盖。

命题 5.3.
gri ◦ τ≤0

B (−) ' τ≤i ◦ gri(−)

定义 5.4. 定义 Fil⋆HKR HC−(A/R) 上的倍速 Beilinson 塔如下：其满足

FilnB HC−(A/R) = τ≤−2n
B Fil⋆HKR HC−(A/R)

上述定义的一般形式如下：

例子. 给定 X ∈ D(R)BS1，那么 τ≥⋆X 给出了一个 S1-等变的滤过 Fil⋆PX，现在这个滤过可以

下降成为 Fil⋆PX
hS1，每个分次是 (H−n(X)[−n])hS1。

现在再作用上 Beilinson t-结构的截断函子，我们就得到了 FilnBX
hS1

= τ≤−2n
B Fil⋆PX

hS1。

现在由定义以及 Beilinson t-结构截断在分次上的作用就可以知道：

griFilnBX
hS1 ' τ≥2n−igr

i
PX

hS1 ' τ≥2n−i(H
i(X)[−i])hS1

从而

grigrnBX
hS1 '

H−i(X)[i− 2n] n ≤ i

0 otherwise

因此这说明了 grnBX
hS1

[2n] ' π−n
B Fil⋆PX

hS1 ∈ DF (R)♥B，由定义它被链复形

0→ H−n(X)→ H−n−1(X)→ · · ·

表出。

现在回到具体实例，假设 A 是光滑的 R-代数，那么此时就有 HH(A/R) = Ωn
A/R，现在前

述讨论说明：

π−n
B Fil⋆HKR HC−(A/R) ' grnB HC−(A/R)[2n] = (· · · → 0→ Ωn

A/R → Ωn+1
A/R → · · · )

可以验证这个微分映射就是 de Rham微分，具体计算参见 [Lod92Lod92]。因此这就说明了 HC−(A/R)

上存在一个滤过，使得每个分次对应着链复形 Ω•≥n
A/R，并且其上的 HKR 滤过恰好对应的就是

Hodge 滤过。这就说明了光滑版本的如下主定理：

定理 5.5. HC−(A/R) 上存在滤过 Fil⋆B HC−(A/R)，使得其满足：
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1. 每个分次是
grnB HC−(A/R) = L̂Ω

≥n

A/R[−2n]

这里 L̂Ω 是导出 de Rham 复形对 Hodge 滤过的完备化，L̂Ω
≥n
是完备化后的 Hodge 滤链

的第 n 项

2. 在每个滤过 FilnB HC−(A/R) 上，其自身还携带一个滤过使得其诱导了 grnB HC−(A/R) 上

的 Hodge 滤过

3. 如果 LA/R 有 Tor-振幅 [−1, 0]，那么上述滤过是穷竭的。

5.2 一般情形

这一小节我们来证明上面的主定理。首先我们回忆（导出）Hochschild 同调上携带有 HKR
滤过 Fil⋆HKR HH(A/R)，使得每个分次是 ∧iLA/R[i]，S1-作用在其上平凡。因此这一滤过下降
成为 HC−(A/R) 上的滤过，并且由于 HH 上 HKR 滤过完备，同伦不动点 (−)hS1 和极限交换，

HC− 上的 HKR 滤过也是完备的。
现在 HC− 上还有另外一个滤过，定义如下：

FiltHKRFilsCW HC−(A/R) = fib
(
(FiltHKR HH(A/R))hS

1 → (FiltHKR HH(A/R))hΩCPs−1
)

其中箭头由标准胞腔结构 CP0 ⊆ CP1 ⊆ · · · ⊆ CP∞ ' BS1 诱导。

现在每个分次为

grtHKRgr
s
CW HC−(A/R) ' ∧tLA/R[t− 2s]

我们现在处理这个携带双重滤过的对象：

定义 5.6. 记 DBF (R) = Fun(Nop × Nop, D(R))，类似地定义 D̂BF (R)。

引理 5.7. 双滤过 Fil⋆HKRFil⋆CW HC−(A/R) 是双完备的。

证明. 首先检查 HKR 方向，此时由于同伦不动点和极限交换，其的确完备。下面检查 CW 方

向，这相当于说明

fib
(
(FiltHKR HH(A/R))hS

1 → lim
s
(FiltHKR HH(A/R))hΩCPs−1

)
' 0

因此我们只需证明对于任何下有界 S1-谱，XhS1 → limsX
hΩCPs−1 是等价：而这只需对 K(G,n)

检查，然后通过归纳即可。

我们下面计算 Fil⋆HKRFilsCW HC−(A/R) 在 Beilinson t-结构下的截断：

grtτ≤−r
B Fil⋆HKRFilsCW HC−(A/R) ' τ≥−t+rgr

t
HKRFilsCW HC−(H/R)

' τ≤t−rfib
(
(∧tLA/R[y])

hS1 → (∧tLA/R[t])
hΩCPs−1

)
从而

grtπ−r
B Fil⋆HKRFilsCW HC−(A/R) ' (πr−tfib((∧tLA/R[t])

hS1 → (∧tLA/R[t])
hΩCPs−1

))[−t+ r]

现在主结果变为：
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定理 5.8. 双完备双滤过对象 Fil⋆HKRFil⋆CW HC−(A/R) 上存在一个（在 DBF 中）完被穷竭的

滤过 F ⋆
B，使得每个分次

gruB HC−(A/R) ' L̂Ω
≥u

A/R[−2u]

其上的 HKR 滤过和 CW 滤过都诱导了这个分次上的 Hodge 滤过。
双滤过对象上的滤过 F ⋆

B 诱导了 HC−(A/R) 上的滤过 F ⋆
B HC−(A/R)，这个滤过是完备的。

如果 LA/R 具有 Tor-振幅 [−1, 0]，那么这个滤过是穷竭的。

首先 A 是光滑 R-代数，此时 Fil⋆B 的选取和光滑情形相同（即取为倍速 Beilinson t-结构
滤过），从而 π−2u

B Fil⋆HKRF
s
CW HC−(A/R) 被链复形

0→ Ωu+s
A/R → Ωu+s+1

A/R → · · ·

表出，因此对于 R 光滑，HKR 滤过和 CW 滤过都诱导了 Hodge 滤过。
另一方面对于 A 为有限生成多项式 R-代数，FiluBFil⋆HKRFil⋆CW HC−(A/R) 是双完备的。

HKR 方向同前，CW 方向是直接计算。

下面我们将上述讨论通过 Kan 扩张推广至一般情形。
将 Fil⋆B 视作函子 CAlgpolyR → Fun(Zop, D̂BF (R))，将其 Kan 扩张得到函子 sCAlgR →

Fun(Zop, D̂BF (R))。我们下面检查这个函子在 Kan 扩张后的性质：

命题 5.9. 对一般的 R：

lim−→
u

FiluBFil⋆HKRFil⋆CW HC−(A/R) ' Fil⋆HKRFil⋆CW HC−(A/R)

其中余极限在 D̂BF (R) 中计算。

证明. 这是直接的，因为注意到余极限之间的可交换性，一切归结到说明如下两件事实：

1. 在多项式代数的情况滤过 FilB 是穷竭的

2. 在 D̂BF 中进行 Kan 扩张得到的函子等同于 Fil⋆HKRFil⋆CW HC−

前者是光滑情况已经说明的，后者我们予以如下的精确叙述：

定义 5.10. 定义 L̂HC
−
(−/R) 是如下函子

Fil⋆HKRFil⋆CW HC−(−/R) : CAlgpolyR → D̂BF (R)

的 Kan 扩张。

则这个命题的精确叙述变为：

引理 5.11. 在 D̂BF (R) 中：如下态射是等价：

Fil⋆HKRFil⋆CWL̂HC
−
(−/R)→ Fil⋆HKRFil⋆CW HC−(−/R)

由于这些都是双完备的双滤过对象，只需检查诸分次，但它们都是余切复形，从而立刻说

明了结果。

结合上述两个命题我们就说明了结果。
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命题 5.12. 对一般的 R：

lim←−
u

FiluBFil⋆HKRFil⋆CW HC−(A/R) ' 0

其中极限在 D̂BF (R) 中计算。

证明. 只需计算每个分次，即说明

lim←−
u

grtτ≤−2u
B Fil⋆HKRgr

s
CW HC−(A/R) ' 0

但是由 Beilinson t-结构的定义，它是 (2u− t)-连合的，因此计算连合度就说明了结果。

命题 5.13. Kan 扩张后的滤过 Fil⋆B 的每个分次来自 Ω≥u
−/R[−2u] 的 Kan 扩张，其上的滤过由

F (s,t)Ω≥u[−2u] ' Ω≥u+max(s−u,t−u,0)[−2u] 给出。

证明. 只需注意取出分次 gru : Fun(Zop, D̂BF (R)) → D̂BF (R) 和余极限交换，一切归约到多

项式上的情况。

现在注意函子 D̂BF (R) → D(R) : X(?, ?) 7→ X(0, 0) 保持极限（因为它是嵌入 D̂BF →
DBF 和取值函子的复合，两者都保持极限），因此 D̂BF 中滤过的完备性立刻说明 HC−(A/R)

上滤过的完备性，但是穷竭性则需要如下结果：

命题 5.14. 如果 LA/R 具有 Tor-振幅 [−1, 0]，那么 HC−(A/R) 上的滤过 Fil⋆B HC−(A/R) 是

穷竭的。

证明. 我们计算

Cu = cofib(FiluB HC−(A/R)→ HC−(A/R)) ∈ D̂BF (R)

那么计算分次就得到

grtHKRgr
s
CWFiluB HC−(A/R) '

0 u > t− s

∧tLA/R[t− 2s] otherwise.

另外 grtHKRgr
s
CW HC−(A/R) ' ∧tLA/R[t− 2s]，因此就有

grtHKRgr
s
CW HC−(A/R) '

∧tLA/R[t− 2s] t− s < u

0 otherwise.

现在由于 LA/R 具有 Tor-振幅 [−1, 0]，则 ∧tLA/R 的 Tor-振幅为 [−t, 0]：这是因为由 [StacksStacks,
08G1]，LA/R = (→ E−1 → E0 →) ∈ D(R)，其中 E i 平坦。
现在复形 ∧tLA/R 上携带标准滤过，每个分次是 ∧jE0 ⊗R ∧t−j(E1[−1])，那么由 [StacksStacks,

09JA] 知我们只需证明 ∧jE0 具有 Tor-振幅 [−j, 0]，但是这是通过将 E0 写为有限生成投射模的
滤余极限直接计算得到的。

从而 Cu 上携带一个完备滤过并且每个分次的 Tor-振幅为 [2s− 2t, 2s− t], t− s < u。因此

这就说明每个分次都是 2u-余连合的，从而这就说明 πiC
u = 0, i ≥ 2u，因此 lim←−Cu = 0，从而

说明穷竭性。

综合上述所有命题，我们就得到了结果。
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5.3 拟合割情形

在拟合割情形下我们有着更为具体的构造方式，具体而言我们通过如下引理给出前文构造

Beilinson 截断倍速滤过的替代：即在拟合割的情形，Hochschild 同调真正聚集在了偶数处，那
么这时我们可以直接进行 Kan 扩张从而在这个简化的情形下给出一个稍简单（但本质相同）的
证明。

引理 5.15. S ∈ qrsPerfdR；或 R = Zp 或完美胚环时 S ∈ QRSPerfdR，则：

1. ∧iLS/R[−i] 是 p-完备平坦的，特别地聚集在 0 处

2. πodd(HH(S/R);Zp) = 0，并且 π2i HH(S/R;Zp) ' ∧iLp∧

S/R[−i]

证明. 第二部分直接来自 HKR 滤过，只需证明第一部分。类似地只需证明 i = 1 的情况：

R = Zp 时由于 S ∈ QRSPerfd，LS/Zp
聚集在 [−1, 0] 处，而 Ω1

S/Zp
= 0 说明其聚集在 −1

处；R 是完美胚环时则源自定理 4.144.14；R 是一般环，S ∈ qrsPerfdR 时则因为 LS/R 有 p-完备
Tor-振幅 [−1, 0] 并且 Ω1

S/R = 0。

因此我们知道在此种情形 Hochschild 同调聚集在偶数阶，从而 HC− 上的同伦不动点谱序

列坍缩，其给出了一个滤过使得每个分次是 ∧iL∧p

S/R[−i]。现在利用层的等价，我们将 QRSPerfdR

上的 D(R)-取值拟合割层 π0 HC−(−/R) 延拓为 QSynR 上的层，记为 ∆̂−/R/ξ（我们在后面会

看到这个记号的意义）。

这时我们也有类似的命题成立：

定理 5.16. π0 HC−(−/R;Zp) : QRSPerfdR → D(R) 诱导的 ∆̂−/R/ξ : QSynR → D(R) 正是

p-完备 Hodge-完备导出 de Rham 复形 L̂Ω−/R

p∧

。

只需注意由定义这就是 HKR 滤过的第 0 个分次，从而由上一节的主结果，其对应的就是
L̂Ω，再作用上 p-完备化后从而一切得证。

6 完美胚环上的拓扑同调

从现在开始我们进入拓扑 (Hochschild) 同调的范围，我们简要介绍诸多拓扑同调在完美胚
环（以及其上代数）的取值，同时引入最简单情况下的 BMS 滤过。

6.1 完美胚环的拓扑同调

定义 6.1. 称 OX -模复形 E• 是 m-伪凝聚的，如果存在开覆盖 X = ∪Ui，以及 αi : E•i → E•|Ui

使得 αi 在 j > m 阶上同调上是同构，在 m 阶上同调上是满射，并且 E•i 在除有限项为非零，
并且每项都是有限生成自由 OX -模的直和因子。

引理 6.2 ([StacksStacks, 064U]). 在仿射概形 SpecR 上，如下等价：

1. K• 伪凝聚

2. K• 和右（上）有界有限投射 R-模构成的复形拟同构。
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定理 6.3. π∗ THH(R;Zp) ∼= R[u], u ∈ π2 THH(R;Zp) ∼= π2 HH(R;Zp) = ker θ/(ker θ)2 是其生
成元。

证明. 第一步，由 HKR 滤过以及定理 4.94.9：(∧iRLR/Zp
)∧p [i] ' R[2i]，有 πi HH(R;Zp) ∼= R, i ≥

0, 2|i，在其他指标处消失。
因此 HH(R;Zp) 伪凝聚。现在由于 THH(Z) 具有有限生成同伦群（Bökstedt），从而我们

归纳检查正合列知

THH(R;Zp)⊗THH(Z) τ≤n THH(Z)

都是伪凝聚的，∀n ≥ 0。因此检查滤余极限知 THH(R;Zp) 自身也是伪凝聚的。

第二步，我们证明对于任何完美胚环之间的环同态 R→ R′，如下是等价

THH(R;Zp)⊗R R′ → THH(R′;Zp)

我们只需证明上述论断在 −⊗THH(Z)Z后成立，因为一旦其成立，我们再次归纳说明 −⊗THH(Z)

THH(Z) 的情况，再取滤余极限即可。
因此现在只需证明 HH(R;Zp)⊗L

R R′ → HH(R′;Zp) 是等价，但我们检查 HKR 滤过，发现
一切归结于 LR/Zp

= ker θ/(ker θ)2，但是结合 Zp → R→ R′ 产生的余切复形三角和定理 4.124.12就
说明了结果。

第三步，由 Bökstedt 的计算，原命题对 R = Fp 成立。因此由第二步，其对任何完美（胚）

Fp-代数正确。
第四步，对于一般的 R，我们归纳证明。现在假设结论对 < i 正确，那么 τ<i THH(R;Zp)

完美，从而（结合第一步）知 τ≥i THH(R;Zp) 是伪凝聚的，从而 THHi(R;Zp) 有限生成。

现在考虑余极限完美化 R→ R/pR→ R̄ = lim−→φ
R/pR，这是一个满射并且核落在 Jacobson

根里。我们比较图表：

SymR(THH2(R;Zp))⊗R R̄ //

��

THH∗(R;Zp)⊗R R̄

��

SymR̄(THH2(R̄;Zp)) // THH∗(R̄;Zp)

归纳假设知上侧水平箭头在 ∗ ≤ i的次数上都是同构（注意区分同伦群的 ⊗和环谱的 ⊗）现在如
果 i 是奇数，则 THHi(R;Zp)⊗R R̄ = 0，从而由 Nakayama 引理就立刻说明 THHi(R;Zp) = 0。

如果 i 是偶数，同样 Nakayama 引理说明其为满射。
现在为了说明单射，我们考虑图表：

SymR(THH2(R;Zp)) //

��

THH∗(R;Zp)

��∏
p SymR̄(THH2(R;Zp))⊗R Rp

//
∏

p THH∗(R;Zp)⊗R Rp

其中 p ⊆ R 是极小素理想。现在由于定理 2.332.33，R 是既约的，从而竖直箭头是单射。因此我们

只需说明下侧水平箭头是单射，即：

SymR(THH2(R;Zp))⊗R Rp → THH∗(R;Zp)⊗R Rp
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是单射。现在 SpecR 是闭子概形 SpecR̄ 和开子概形 SpecR[1/p] 的并。如果 p ∈ SpecR̄，那么
此时问题从上述 −⊗ R̄ 的情况立刻得到（−⊗ R̄⊗R̄ Rp）；类似地对于 p ∈ Spec(R[1/p]) 的情况，

两端为

Spec(THH2(R;Zp))⊗R R[1/p]→ THH∗(R;Zp)⊗R R[1/p]

但这实际上就是有理化 −⊗Z Q，但是再一次由 Bökstedt：Q = THH(Z)⊗Z Q，从而上述变为
HH 的情况，这时一切归结到 R⊗Z Q，这就说明了结果。

接下来我们导出其他相关拓扑同调的取值：

定理 6.4. R 完美胚时，图表：

TC−(R;Zp) TP(R;Zp)

THH(R;Zp) THH(R;Zp)
tCp

φhT

can

φ

作用上 π∗ 后是

Ainf[u, v]/(uv − ξ) Ainf[σ, σ
−1]

R[u] R[σ, σ−1]

u 7→σ,v 7→φ(ξ)σ−1,φ-linear

u 7→ξσ,v 7→σ−1,Ainf-linearu 7→u,v 7→0,θ σ 7→σ,θ̃=θ◦φ−1

u 7→σ

其中 θ̃ = θ ◦ ϕ−1，|u| = |σ| = 2, |v| = −2, |ξ| = 0。

证明. 第一步，我们计算 π0 TP(R;Zp)。由 Tate 谱序列，π0(TP(R;Zp)) 上有滤链 Filiπ0 TP。
使得每个分次是 π2i THH ∼= R。现在由定理 2.312.31，就有映射 Ainf → π0 TP。现在我们只需要逐
分次检查其为同构。我们可以从 R 基变换到特征 p 完美域上检查，但是后者的情况可以从 Fp

推出。于是一切归约到 [NS18NS18, Corollary IV.4.8] 上。进一步 Tate 谱序列说明 TP 的 2-周期性，
于是这处理了 TP 的情况。
第二步，我们计算 TC−，通过映射 can，我们同伦不动点谱序列到计算 TP的 Tate谱序列

的谱序列间态射。再一次同伦不动点谱序列说明 TC− 的一切聚集在偶数次，于是我们选取次数

为 2和 −2的生成元 u, v 并且其乘积映到 Fil1π0 TP的生成元。但是这个滤过就是 ker θ ⊆ Ainf，

从而这就说明了 TC− 的论断以及 can 的行为。
第三步，我们计算 π0ϕ

hT。重要观察在于 Tate构造的作用是 Frobenius（这也是 Tate Frobe-
nius名称的来源之一），参见 [NS18NS18, Corollary IV 2.4]，即 π0 THH(R;Zp)→ π0 THH(R;Zp)

tCp →
π0R

tCp = R/p 是 x 7→ xp。但是由自然性我们考虑对应的：

π0 TC− φhT
−→ π0 TP θ−→ π0R

tT = R

注意由前两步的计算：π0 TC− → π0 THH 是 θ，因此综合两者我们得到的实际上是

Ainf
π0φhT

//

θ
��

Ainf

θ
��

R φ
// R/p
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因此一切归结到 Ainf 的万有性质。

第四步，我们计算 π2ϕ
hT : Ainf · u→ Ainf · σ。再一次这可以基变换到特征 p 完美域的情况，

然后一切归结到 Fp，从而一切归结到 [NS18NS18, Proposition IV.4.9]。乘性帮助我们决定了剩余一
切。

最后我们计算 THH(R;Zp)
tCp，观察图表中左上角三者以及映射知 v 7→ 0，因此它诱导了

Ainf[σ, σ
−1]/(ϕ(ξ)σ−1) ======

θ̃-twist
R[σ, σ−1]→ π∗ THHtCp

我们现在说明其为同构，但这实质上只需要说明我们这里的方形图表是推出：事实上我们说明

对于任何 T-等变 THH(R;Zp)-模 M，都有

MhT ⊗TC−(R;Zp)
THH(R;Zp)→M

是等价，这是因为 THH(R;Zp) = TC(R;Zp)/v，从而是紧对象，于是上述同构的两端和极限交

换，从而假设 M 余连合。这时上述同构的两端和滤余极限交换，从而最终归结到 M ∈ Sp♥ 的

情况，但这就是 MhT/v = M，可以直接从谱序列得到（[NS18NS18, Lemma IV.4.12]）。

我们将上述证明的最后一步单独总结出来：

推论 6.5. 对于任何连合 E∞-R-代数 A，

TC−(A;Zp)/v = TC−(A;Zp)⊗TC−(R;Zp)
THH(R;Zp)→ THH(A;Zp)

TP(A;Zp)/ξ̃ = TP(A;Zp)⊗TP(R;Zp) THH(R;Zp)
tCp → THH(A;Zp)

tCp

是 E∞-环谱的等价。

我们把上述命题总结一下：

定理 6.6. 记 Ainf{1} = π2 TP(R;Zp)，对于 Ainf 模 M 或 R 模 M，定义

M{i} = M ⊗Ainf Ainf{1}⊗i

这里 R-模 M 是通过 θ̃ = θ ◦ ϕ−1 视作 Ainf-模的。定义 Ainf 上的滤过为 N≥iAinf = ξiAinf（特

别地 i < 0 时取 N i = N 0），那么：

π∗ THH(R;Zp) = ⊕i≥0R{i} = ⊕i≥0N iAinf

π∗ TC−(R;Zp) = ⊕i∈ZN≥iAinf{i}

π∗ TP(R;Zp) = ⊕i∈ZAinf{i}

其中 can : TC− → TP 由 N≥iAinf → Ainf 给出；

Tate Frobenius ϕhT : TC− → TP 由 Ainf{i}[1/ξ]→ Ainf{i}[1/ξ̃] 给出。这里 ξ̃ = ϕ(ξ)，其

中映射由 π−2ϕ : Ainf{−1}[1/ξ]→ Ainf{−1}[1/ξ̃] 诱导，它将 ξAinf 映入 Ainf。
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6.2 拟正则半完美胚环的拓扑同调

为了从完美胚环的拓扑 Hochschild 同调得到更一般的同调，我们有如下重要的控制拓扑
Hochschild 同调的结果：

定理 6.7. 仍然固定 R 是完美胚环，A 是 R-代数，那么如下 THH(A;Zp)-模谱的序列是 T-等
变余纤维列

THH(A;Zp)[2]
u→ THH(A;Zp)→ HH(A/R;Zp)

同样有

TC−(A;Zp)[2]
u→ TC−(A;Zp)→ HC−(A;Zp)

TP(A;Zp)[2]
ξ·σ→ TP(A;Zp)→ HP(A;Zp)

证明. 利用基变换 HH(A/R) = THH(A) ⊗THH(R) R 以及 HH(R/R) = R，只需证明结论对 R

成立，但这时一切都回归到前述计算。

注记. 这个控制拓扑同调的结果实际上说在商去 ξ 后拓扑同调就回到了代数的版本：因为 ·u 映
射将 v 映到了 ξ，从而诱导了到 ξAinf 的满射。

因此利用上述命题我们可以得到完美胚环上代数的拓扑 Hochschild 同调有着和 Hochschild
同调类似的 HKR 滤过。我们首先从拟光滑（定理 4.24.2）的 Hochschild 同调开始：注意此时由于
余切复形聚集在 0 处，那么对于拟光滑代数 A→ B，π∗ HH(B/A;Zp) 就是 Ω∗

B/A 的 p-完备化。
更进一步，注意我们有映射 Ω1

A/Z → π1 HH(A) ∼= π1 THH(A)（[NS18NS18, Proposition IV.4.2]），
从而它变为 Ω∗

A/Z → π∗ THH(A)，进而我们实际上有前一定理中正合列的分裂

(ΩA/R)
∧
p → π∗ THH(A;Zp)→ π∗ HH(A/R;Zp) ∼= (Ω∗

A/R)
∧
p

于是上一定理中的余纤维列诱导了短正合列

0→ πi−2 THH(A;Zp)→ πi THH(A;Zp)→ πi HH(A/R;Zp) ∼= (Ωi
A/R)

∧
p → 0

从而这就归纳说明了：

推论 6.8. 对于完美胚环 R 上的拟光滑代数 A，

π∗ THH(A;Zp) ∼= (Ω∗
A/R)

∧
p ⊗R π∗ THH(R;Zp)

于是从拟光滑的情况 Kan 扩张就得到：

推论 6.9. THH(−;Zp) 限制在 p-完备 R-代数上有一滤过，使得其分次为

grn THH(−;Zp) =
⊕

0≤i≤n,2|i−n

(∧iL−/R)
∧
p [n]

接下来我们计算拟正则半完美胚环的拓扑同调，为此我们利用定理 6.76.7和上一滤过。

定理 6.10. 固定 S ∈ QRSPerfdR，则：

1. π∗ THH(S;Zp) 聚集在偶数次
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2. TC−,TP对应的同伦不动点谱序列和 Tate谱序列坍缩，从而同伦群也聚集在偶数次。can :

π∗ TC− → π∗ TP 在每一次数上都是单射，并且在 ≤ 0 次数上是同构。现在记

∆̂S := π0 TC−(S;Zp) ∼= π0 TP(S;Zp)

计算其的同伦不动点谱序列（或 Tate 谱序列）给出了其上的完备滤过 N≥⋆∆̂S，称为 Ny-
gaard 滤过。特别地当 S 完美胚时这就回到了前文中定义的 N≥iAinf = ξiAinf。Nygaard
滤过的每个分次可以等同于 N i∆̂S ' π2i THH(S;Zp)。

通过 vi ∈ π−2i TC−(R;Zp)，我们可以将

π2i TC−(S;Zp)
vi−→ N≥i∆̂S ⊆ ∆̂S = π0 TC−(S;Zp)

视为后者的 Nygaard Filtration，其中第一个箭头诱导了等价。

3. Frobenius 映射 ϕhT 在 π0 上诱导了 ∆̂S → ∆̂S，它将 N≥i∆̂S 映到 ξ̃i∆̂S（回忆 ξ̃ = ϕ(ξ)。

4. ∆̂S/ξ = L̂ΩS/R，∆̂S 是 ξ-无挠的。

证明. 这一切都归功于 π∗ THH(S;Zp)聚集在偶数次，但是这是由定理 6.76.7中的滤过以及定理 5.155.15对
余切复形的描述。

剩下要证明的只有最后一个命题，再次回忆控制拓扑同调形变的定理 6.76.7，其正合列直接说
明了 π0 TC−(S;Zp)/ξ ∼= π0 HC−(S/R;Zp)，但是第55节的结果就直接说明了一切。特别地无挠
性源于 π0 TP 的 ξ-挠恰好被 HP1(S/R;Zp) 探测，但是后者再一次由 HH(S/R;Zp) 聚集在偶数

次（定理 5.155.15）和 Tate 谱序列说明是 0.

推论 6.11. 将上述构造视为 QRSPerfdR 到 D̂F (Ainf) 的层函子，即 (∆̂(−),N≥⋆∆̂(−))（注意尽

管对 QRSPerfdR，∆̂ 取值聚集在 0 处，但回顾我们最开始的下降性质是必须放在导出范畴中谈
论的）。因此其展开成 QSynR 上的层，特别地其取值也是 (p, ξ)-完备的（因为 Kan 扩张的方式
是逐点极限，其保持完备对象）。

如上就是我们构造得到的 Ainf-上同调理论，接下来我们就要研究其满足的比较定理。

7 晶体比较定理

7.1 拟正则半完美环：[BMS2BMS2] 的方法

我们首先从纯特征 p 的情况开始，研究拟正则半完美环的情况。

定义 7.1. 称一个 Fp-代数 S 是拟正则半完美的，如果 Frobenius 映射 ϕ : S → S 是满射并且

LS/Fp
' LS/S♭（由相对余切复形好三角以及定理 4.104.10中的论述：LS♭/Fp

上 Frobenius 同时是同
构和 0）是平坦 S-模，聚集在 −1 处。

注记. 利用判别定理 4.144.14，可以验证一个 Fp-代数是拟正则半完美当且仅当其拟正则半完美胚。

类似地，我们有晶体周期环：



7 晶体比较定理 38

定义 7.2. 给定半完美（Frobenius 满）Fp-代数 S，定义 A◦
cris(S) 为 W (S♭) ↠ 作为 Zp-除幂代

数的除幂闭包，再记 Acris(S) 为其 p-完备化。换句话说，A◦
cris(S) ↠ S 的核携带了一个除幂结

构，其与 (Zp, pZp) 上的除幂结构相容，并且作为 W (S♭)-代数其是满足该性质的始对象。参见
定理 B.2B.2后的警告部分。

特别地，Acris(S)/p = DS♭(I) 为 S♭ 在 I ⊆ S♭ 上的除幂闭包，其中 I 是满射 S♭ → S 的核。

现在定义 Acris(S) 上的 Frobenius 为由 S 上诱导者，定义其上的 Nygaard 滤过为

N≥iAcris(S) = {x ∈ Acris(S)|ϕ(x) ∈ piAcris(S)}, i ≥ 0

记 Âcris(S) 为 Acris(S) 沿 Nygaard 滤过的完备化。

命题 7.3. S 是拟正则半完美 Fp-代数，I = ker(S♭ → S)，则 LΩS/Fp
' LΩS/S♭ 聚集在 0 处，

并且有同构

Acris(S)/p ∼= LΩS/Fp

证明. 聚集在 0 处来自定义。首先我们不加证明地宣称比较映射 LΩS/Fp
→ Acris(S)/p 的存在

性。

现在对于任何拟正则半完美环 S，记 S̃ = S♭[X
1/p∞

i , i ∈ I]/(Xi, i ∈ I)，其有到 S 的满射，

X
1/pn

i 7→ i1/p
n
, i ∈ I。因此 LS̃/Fp

[−1] = Ĩ/Ĩ2 7→ LS/Fp
[−1] = I/I2 是满射，类似地

LΩS̃/Fp
→ LΩSFp , Acris(S̃)/p→ Acris(S)/p

也是满射。

现在注意到 S̃ 是完美 Fp-代数张量积的滤余极限，而对于完美代数情况已知 [Bha12bBha12b, Theo-
rem 3.27]，因此 S̃ 的情况下定理成立。从而结合前述比较映射的满性就有 LΩS/Fp

→ Acris(S)/p。

我们下面构造逆映射，这是源自 LΩS/Fp
→ S 的核有除幂结构，从而除幂闭包的泛性质说明一

切。

我们来说明核有除幂结构这一事实，我们先来说明 LWΩS → S 的核有除幂结构。注意

de Rham-Witt 复形的构造满足 LWΩS/p = LΩS，并且其聚集在次数 0，且在 Zp 上平坦。于

是我们只需说明 ∀x ∈ ker(LWΩS → S), xn ∈ n! ker(LWΩS → S)。为了说明此事，我们可

以将 S 替换为 S̃（过渡映射的满性说明一切），但这个时候我们注意到上述映射实际上穿过

LWΩS̃ → Acris(S̃)：因为我们可以对 WΩA → RΓcris(A/Zp) 进行 Kan 扩张。
现在由于映射 LWΩS̃ → Acris(S̃) mod p 后是等价，并且对于 S̃, Acris(S̃) 是 p-无挠的。于

是我们的除幂结构可以下降到 modp 后的情况，因此我们就说明了结果。

我们类似地使用上述 S♭[X
1/p∞

i ]/(Xi, i ∈ I) 的技巧，可以得到如下结果：

定理 7.4. S 是拟正则半完美环，那么：

1. Acris(S) ∼= LWΩS

2. ϕi := ϕx/p
i 诱导了 N≥iAcris(S)→ Acris(S)/p ∼= LΩS/Fp

，其像和 Hodge 滤过 LΩ≥i
S/Fp

相

符。

3. ϕ mod p : Acris(S)/p→ Acris(S)/p 的作用是 x 7→ xp。
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证明. 我们只证明第一个表述，其余直接来自 de Rham-Witt 复形的性质。
由上一命题的证明，我们已知存在映射 Acris(S)→ LWΩS，并且对于 S̃ 其是同构。那么再

一次由 S̃ → S 诱导的过渡映射的满性，有这个映射模 p 是同构。然而 LWΩS 是 p-无挠的，因
此我们知道其为等价。

接下来我们将上述讨论和 TC− 挂钩：

定理 7.5. S 是拟正则半完美环，则 ∆̂S 上的 Tate Frobenius ϕ 和 S 诱导的 Frobenius 相同，特
别地它们在 ∆̂S/p 上的作用都是 x 7→ xp。

在此背景下，存在 ϕ 等变同构

∆̂S
∼= Âcris(S) ∼= L̂WΩS

并且这个同构诱导了 HC− 和 de Rham 上同调之间的同构

π0 HC0(S/Fp) ∼= ∆̂S/p ∼= L̂ΩS/Fp

证明.

1. S 完美. 此时一切归结于完美胚环的拓扑同调。

2. 情形：S = Fp[T
±1/p∞ ]/(T − 1) = Fp[Qp/Zp].

此时记 B = S[Qp/Zp]，那么

THH(S) = THH(B)⊗S THH(Fp)

另一方面：

THH(B)⊗S Z = (THH(B)⊗S THH(Z))⊗THH(Z) Z = THH(B ⊗S Z)⊗THH(Z) Z

= THH(Z[Qp/Zp])⊗THH(Z) Z = HH(Z[Qp/Zp])

这就说明

THH(S) = HH(Z[Qp/Zp])⊗Z THH(Fp)

现在我们宣称：

引理 7.6. 对于连合 T-等变 M ∈ D(Z)，M →M ⊗Z THH(Fp) 诱导的

M tT → (M ⊗Z THH(Fp))
tT

是 p-完备化。

该引理成立的原因与我们在定义 TP(R;Zp) 时所使用的论述大致相同。因此我们有

HP(Z[Qp/Zp];Zp) ∼= TP(Fp[Qp/Zp])

但是再次回忆 HC− 和 de Rham 上同调之间的比较：

π0HP(Z[Qp/Zp];Zp) ∼= π0 HC−(Z[Qp/Zp];Zp) ∼= (L̂ΩZ[Qp/Zp]/Z)
∧
p
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现在由晶体上同调的 de Rham 比较定理（定理 B.9B.9），注意 Z[Qp/Zp] 是 Fp[Qp/Zp] 的到

Zp 上的提升，并利用 Kan 扩张：就有

L̂WΩFp[Qp/Zp]
∼= (L̂ΩZ[Qp/Zp]/Z)

∧
p

因此上述讨论就说明了 S = Fp[Qp/Zp] 时命题成立。

3. 归约. 如果结果对 S1, S2 成立，则对 S1 ⊗Fp S2 也成立：这是因为命题两端构造对张量

积交换。特别地，对任何完美代数 R，命题对 R[X
1/p∞

i , i ∈ I]/(Xi.i ∈ I) 成立，因为

Fp[T
±1/p∞ ]/(T − 1) ∼= Fp[T

1/p∞ ]/(T )。

4. 一般情况. 对任何环 S，已知命题对 S̃ = S♭[X
1/p∞

i , i ∈ I]/(Xi, i ∈ I) 成立，I = ker(S♭ →
S)。并且诱导的过渡映射都是满射，接下来的论证和定理 7.37.3中使用的完全相同：

注意 ∆̂S̃ → ∆̂S 是满射，并且其核有除幂，从而泛性质说明存在 Â =cris (S)→ ∆̂S，注意这

个映射 mod p回到了经典情况下的同构：因为它（由两个比较定理：定理 7.37.3和 HC−-de
Rham 比较）是 L̂ΩS/Fp

上的自同态，但是 S̃ 的情况下它是恒等映射，于是结合满性就说

明了一切。最终再由 p-无挠，我们就说明了这个 modp 的同构可以提升成为同构。

通过拟合割下降，我们就说明了晶体比较

推论 7.7. 给定特征 p 完美域 k 以及光滑 k-代数 A:

∆̂A
∼= RΓcris(A/W (k))

7.2 分圆 t-结构：[AN18cAN18c] 的方法

在这里我们简单引述 [AN18cAN18c]解决晶体比较定理的方法，其思路是第55节前半部分的直接推
广。囿于篇幅限制在这里我们会跳过许多技术细节，只展示大致的手段。

我们宣称：分圆谱上存在一个 t-结构：

定理 7.8. 记 (CycSp)≥0 为基底谱连合的分圆谱，那么它能够产出一个 t-结构，类似地对于连
合 E∞-环谱，上述 t-结构在 ModR(CycSp) 上也有类似物。

定义 7.9. 我们定义 TRn+1(X) = XhCpn ×
(XtCp

hC
pn−1 )

· · · ×(XtCp )hCp XhCp ×XtCp X，并定义

R : TRn+1 → TRn(X) 为遗忘掉第一个因子，定义 TR(X) ' lim←−TRn+1(X)。

我们下面描述分圆谱在这个 t-结构下的心。

定义 7.10. 定义拓扑 Cartier 模范畴为

TCartp //

��

(
∏

p Sp
BT)∆

2

(ev1,∂1)
��

SpBT
(id,NmCp )

// SpBT × (SpBT)∆
1
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其中底部的 NmCp 将 M 映到 MhCp → MhCp。因此一个拓扑 Cartier 模范畴包含的数据是一
个等变谱 M,VM : MhCp →M,FM : M →MhCp 以及 2-态射 NmCp ' FM ◦ VM。

称一个 Cartier 模是导出 V 完备的，如果 lim←−(· · · →MhCp2

VhCp→ MhCp

V→M) 消失。

定理 7.11. TR : CycSp−
p → TCart−p（这里拓扑 Cartier 模范畴上的 t-结构就是基底谱的 t-结

构）诱导了 CycSp♥
p ⊆ TCart♥p，并且其本质像是所有导出 V 完备的拓扑 Cartier 模。

其和晶体上同调的关联是

定理 7.12. k 是特征 p 完美域，R 是光滑 k-代数，那么 πcyc
∗ THH(R) 'WΩ∗

R：该同构是作为

Dieudonné 复形的同构。

由此出发，我们完全仿照对比 HC− 和 de Rham 上同调的步骤，立刻就得到：

定理 7.13. 滤对象 TP(τ cyc≥⋆ THH(R)) 的 Beilinson（倍速）t-结构滤过 F ⋆
B TP(R) 满足

griB TP(R) 'WΩ•
R[2i]

II 棱镜上同调

8 棱镜

我们介绍 [BS19BS19] 的重要构造，主要参考资料为 loc. cit. 和 [Ked21Ked21]。

8.1 棱镜与棱镜景

定义 8.1. 一个棱镜是指一个环对 (A, I)，A 是 δ-环，I ⊆ A 定义了 SpecA 上的 Cartier 除子，
并使得 A 是 (p, I)-完备，且 p ∈ I + φ(I)A 中。

称一个棱镜是：

1. 完美的：如果 A 是完美 δ-环，即 φ : A→ A 是同构

2. 有界的：如果 A 有有界 p∞-挠

3. 可定向的：如果 I 是主理想，一个可定向棱镜的定向指 I 的一个生成元

4. 晶体的：如果 I = (p)。

棱镜之间的平坦态射指使得 A→ B 是 (p, I)-完备平坦的棱镜态射。

引理 8.2 (棱镜态射的刚性). (A, I)→ (B, J) 是棱镜之间的态射，那么 I ⊗A B ∼= J。

完美棱镜和完美胚环之间有一一对应：

定理 8.3. 完美胚环范畴和完美棱镜范畴等价，其中对应关系分别是 R 7→ (Ainf(R), ker θ),
(A, I) 7→ A/I。
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定义 8.4. 固定棱镜 (A, I)，以及切片 A/I 上代数 R，定义棱镜景 (R/A)∆ 为如下对象构成的

范畴

B // B/IB

R

OO

A

OO

// A/I

OO

其中 (B/IB) 为 (A, I) 上的棱镜，其上的拓扑为平凡拓扑：即所有预层都是层。

定义棱镜景上的结构层为 O∆ : (R → B/IB ← B) 7→ B，以及 Ō∆ : (R → B/IB ← B) 7→
B/IB。

定义棱镜上同调为

∆R/A = RΓ((R/A)∆,O∆)

Hodge-Tate 上同调为
∆̄R/A = RΓ((R/A)∆, Ō∆)

注记. 我们不得不在这里提请读者注意这个定义和晶体景的定义之间的相似和差异。另外真正
应被称为景的实际上是上述范畴的反范畴，我们在这里简单混用术语。

警告. 我们的棱镜景上没有携带任何拓扑：在晶体景的介绍里我们已经展示过这样风味
的 Grothendieck 拓扑了。但是这里需要注意的是此时我们的棱镜景和 [BS19BS19] 使用的不完全相
同：其定义中的覆盖要求 (B, IB) → (C, IC) 是棱镜之间的忠实平坦映射。这一额外要求的确

改变了整个意象，但是它不改变对应的棱镜上同调和 Hodge-Tate上同调。因此在本笔记中我们
永远采用棱镜景上携带平凡拓扑的约定，而不再指出其和 [BS19BS19] 所用术语的差别。

注记. 在棱镜景的定义中，如果限制棱镜 (B, IB)为完美棱镜，得到的景称为完美棱镜景 (R/A)perf
∆ ，

其行为参见定理 8.168.16。

8.2 Hodge-Tate 比较

在本节，我们简要介绍棱镜上同调的 Hodge-Tate比较定理的证明大概，我们并不展示所有
证明细节而只大致介绍其证明思路。我们首先从纯特征的情况出发，即假定基底棱镜是晶体棱

镜。这里应当遵循的直觉是棱镜景和晶体景之间的相似性，其中的弱始对象之间也存在某些关

联。然而无论是晶体景还是棱镜景的上同调都可以通过 Cech-Alexander 消解计算得到：因为两
个景上的拓扑都是平凡拓扑，从而这就能够建立两者之间的关联。

我们首先正式地叙述 Cech-Alexander 消解：

引理 8.5 (Cech-Alexander 消解). 给定赋予平凡拓扑的景 C，假设 C 中有有限（非空）积和一
个弱终对象（终到的态射存在但不一定唯一），那么对于任何（预）层 F，其上同调 RΓ(C,F)
被如下复形计算

0→ F (X)→ F (X ×X)→ F (X ×X ×X)→ · · ·

证明. 我们回忆预层 K 的上同调指 F(K) = HomPSh(C)(K,F) 的导出，于是 Hq(C,F) =

Hq(∗,F)，Hq(X,F) = Hq(hX ,F)。
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现在 hX → ∗ 是满射，由 [StacksStacks, p. 03CI]：我们无妨将 C 替换为更大的范畴使得 hX , ∗ 成
为 C 中的对象，那么对覆盖 {hX → ∗} 使用 Cech 谱序列，并利用 Hq(Xp,F) = 0, ∀q > 0 就得

到了谱序列坍缩，从而得到了结果。

正如同前述注记指出的：在仿射情形下，棱镜景可以约化成携带平凡拓扑者，类似的事情

在晶体景上也存在：这是 [StacksStacks, 07JK] 保证的。为了使用 Cech-Alexander，我们具体地构造
两个（平凡拓扑版本的）景的弱始对象。首先是棱镜景：

引理 8.6 (棱镜闭包). 固定棱镜 (A, I)，给定 (A, I) 上的 δ-环对 (B, J)，存在一个万有的 (A, I)

上棱镜 (C,K)，使得任何 (B, J) 出发的到棱镜的 δ-环对态射都穿过 (C,K)。我们简记 C :=

B{J
I
}∧。

证明. . 我们简述证明，其思路与定理 9.19.1几乎相同。取 B′ 为添加 x/d, x ∈ J, d ∈ I 后的

δ-A-代数，取 B1 为 B′ 的极大 d-无挠商 B/B[d∞]δ 的 (p, d)-导出完备化。当然这可能包含新的
d-挠元，由超限归纳反复操作即可。

于是现在我们考虑一个有界可定向棱镜 (A, (d)) 以及 A/(d)-代数 R：那么取一个自由 δ-A-
代数 P 以及满射 P → R。现在记 J = ker(P → R)，于是我们取棱镜闭包得到 P{ J

(d)}
∧。特别

地，其产生了棱镜景中的一个对象

X := (R→ P{ J

(d)
}∧/(d)← P{ J

(d)
}∧) ∈ (R/A)∆

由棱镜闭包的泛性质这是弱始对象。因为任何 (R → B/IB ← B) ∈ (R/A)∆，我们只需说明存

在 δ-映射 P → B（升级到棱镜的部分被棱镜闭包泛性质保证了）：但 P 的自由性说明了这样映

射的存在性，因为我们只需要将像逐个提升。

于是记 Pn = P⊗A(n+1)，Jn = ker(Pn → R)，我们就有如下计算棱镜上同调的 Cech-
Alexander 复形：

C•
∆(R/A) := (0→ P 0{J

0

d
}∧ → P 1{J

1

d
}∧ → · · · )

归功于（仿射）晶体景和（仿射）棱镜景形式上的相似性，我们可以完全平行地构造“晶体闭

包”和计算晶体上同调的 Cech-Alexander 复形。然而仔细检查晶体景的构造就可以发现，这里
我们的“晶体闭包”实际上就是除幂闭包 D(P → R)！因此计算晶体上同调的 Cech-Alexander
复形为：

C•
cris(R/A) := (0→ D(P 0 → R)→ D(P 1 → R)→ · · · )

下面我们比较晶体棱镜时上述两个构造，主定理为：

定理 8.7 (晶体比较). 固定晶体棱镜 (Zp, (p))，存在典范同构

(φ∗∆R/Zp
)∧ ' RΓcris(R/Zp)

注记. 如果回看定理 B.6B.6的定义，我们额外要求了局部幂零性并重新定义了 Hn
cris(X/W (k)) 为

截断Witt环上的晶体上同调的极限。这些是为了过渡到概形上而产生的额外细节，在仿射的情
形下均不需考虑。
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证明. . 综合上述讨论，我们最终只需说明如下两个余单纯代数：

P •{φ(J
•)

p
}∧, D(P • → R)

同伦等价。其中第一部分的原因是

φ∗(P •{J
•

p
})∧ ∼= P •{φ(J

•)

p
}∧

其中 φ 从 A 提升到 P • 的原因恰好是 A→ P • 是同伦等价。

然而我们现在宣称如下引理：

引理 8.8 (除幂 vs. δ-环). A 是 p-无挠 δ-环，P 是自由 δ-A-代数。假设 J = (p, x1, · · · , xr) ⊆ P

使得 x1, · · · , xr ∈ P 是 P/p 中正则序列，那么：

P{φ(J)
p
}∧ ∼= D(P → P/J)

证明. . 我们只证明 P = Zp{x}, J = (p, x)，一般情况则只是一些不困难但繁杂的基变换论

证。回忆棱镜闭包的构造，我们只需说明如下事实：P{y}/(py − φ(x))δ（添加
ϕ(x)
p ）是 p-无挠

的，并且其和 P [{xn/n!}] ⊆ P [1/p] 相符。

p 无挠性是直接的：因为我们的构造实际上是推出

Zp{z} //

z 7→ϕ(x)

��

Zp{z, y}/(py − z)δ ' Zp{y}

y 7→ϕ(x)/p

��

P := Zp{x} // P{y}/(py − φ(x))δ

然而左侧竖直映射是平坦的，右上角对象 p-无挠，从而右下角也是如此。接下来我们证明两者
相符：注意在上述图表中同时将 p 可逆说明 P [1/p] ' P{y}/(py − φ(x))δ[1/p]，于是我们的确

可以将之视为 P [1/p] 的子环。

特别地 P{y}/(py − φ(x))δ = P{y}/(py − x)δ = P{φ(x)/p}，即 P [1/p] 中包含 P, xp/p 的

最小 δ-子环，即 P [{δi(xp/p)}i≥1]，我们需要证明其和 P [{xn/n!}] 相符。这是完全的初等 δ-环
计算，我们不继续展示所有细节了。

利用上述引理我们立刻说明了同伦等价，接下来我们还需说明两侧的 Frobenius 相符：即
R 自带的 Frobenius 和 δ-结构的 Frobenius 相符，我们不纠缠于细节而直接承认其成立。

我们下面说明如何利用基变换论述将上述讨论从晶体棱镜过渡到一般棱镜上。首先是在平

展意义下的基变换：

引理 8.9 (Hodge-Tate 上同调的平展局部化). R→ S 是 p-完备光滑 Ā-代数之间的 p-完备平展
映射，那么

∆̄R/A ⊗L
R S → ∆̄S/A

是同构。
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证明. 限制映射 (S/A)∆ → (R/A)∆ 有右伴随 R : (R→ B/IB ← B) 7→ (S → BS/IBS ← BS)，

其中 BS/IBS = B/IB⊗̂L
RS，B → BS 是 B/IB → B/IB ⊗L

R S 的提升（导出完备性带来的

Henselian 性质，并利用平展性质升级到 δ-环结构：[BS19BS19, Lemma 2.18]）。
现在 F 将 (R/A)∆ 的弱始对象映到弱始对象，并且 F 保持有限积，从而保持计算 Hodge-

Tate 上同调的复形。于是我们只需比较

F (C•
∆(R/A))/IF (C•

∆(R/A)) 和C•
∆(R/A)/IC•

∆(R/A)⊗̂L
RS

但是这只需逐项检查，从而一切归约到纯交换代数计算。.

类似地，我们也可以对基底棱镜做基变换：

引理 8.10 (棱镜基变换). R 是 p-完备光滑 Ā-代数，(A, I) → (A′, I ′) 是有界棱镜之间的态射，

使得 A→ A′ 具有有限 (p, I)-完备 Tor 振幅。那么就有

∆R/A⊗̂
L
AA

′ ∼= ∆(R⊗̂AA′)/A′ , ∆̄R/A⊗̂
L
AA

′ ∼= ∆̄(R⊗̂AA′)/A′

证明. 证明技术自然完全相同：我们对比两个弱始对象产生的 Cech-Alexander 复形，最终有限
振幅保证了取 Tot 得到 Cech-Alexander 复形时的交换性。

现在我们来证明 Hodge-Tate 比较：

定理 8.11 (Hodge-Tate 比较定理). (A, I) 是一个有界棱镜，R 是 p-完备光滑 A/I-代数，则
Hodge-Tate 映射

ηR : (Ω•
R/(A/I)

∧
p
, ddR)→ (H•(∆̄R/A){•}, βd)

是同构。

注记. 我们首先解释定理中出现的记号：这里 Hn(∆̄R/A) 之间的微分映射实际上来自

0→ In+1O∆/I
n+2 → InO∆/I

n+2 → InO∆/I
n+1

产生的边缘映射

βd : H i(∆̄R/A){i} → H i+1(∆̄R/A){i+ 1}

其中 M{n} = M ⊗Ā (I/I2)⊗n，特别地，这使得 H∗(∆̄R/A){i} 成为一个交换 A/I 微分分次代

数。从而 p-完备 de Rham 复形的泛性质就给出了比较映射

ηR : (Ω•
R/(A/I)

∧
p
, ddR)→ (H•(∆̄R/A){•}, βd)

证明. Step 1.
首先假定 I = (p)，由棱镜上同调的平展下降性质，只需证明 R = A/p[x1, · · · , xn] 的情况。

更进一步由棱镜基变换，无妨假定 A = Zp。那么此时 φ∗(η∗R) 变为

φ∗Ω•
R/(A/p)

∧
p
{−∗} → H•(φ∗∆R/A ⊗L

A A/p) ∼= H•(RΓcris(R/A)⊗L
A A/p) ∼= Ω∗

R/(A/p)

其中中间的同构号是棱镜的晶体比较定理，最后的同构号是选定 R在 A上的光滑提升后利用晶

体-de Rham 比较：定理 B.9B.9得到的。但是在多项式环的情况我们手动检查，发现这就是 Cartier
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同构：定理 3.93.9。然而在 A = Zp 的情况下 φ : A/p→ A/p 是忠实平坦的，因此这就说明 η∗R 也

是同构。

Step 2.
接下来是一般的情况，首先我们先看 (A, I)是万有定向棱镜的情形：即A0 = Z(p){d, δ(d)−1}，

A 为其 (p, d)-完备化，I = (d)：这是万有的（携带）定向的棱镜。

现在我们取 B = A{φ(d)
p
}∧：但是我们发现 φ(d), p 均满足其在 δ 下的像是单位，即用 δ-环

的术语来说：它是特异元。然而如下关于特异元的引理立刻说明 φ(d) 和 p 生成了同一个理想。

引理 8.12 (特异元的不可约性). A 是 δ-环，f, g ∈ A，如果 g 特异并且 g = fh, ∃h ∈ A，并且

f, p ∈ Rad(A)，那么 f 特异并且 h 是单位。

证明. 将 δ 作用到 g = fh 上立刻给出：

δ(g) = fpδ(h) + hpδ(f) + pδ(f)δ(h)

左侧是单位，右侧第一项和第三项落在 Rad(A) 里，因此 hpδ(f) 是单位，这就说明了一切。

现在注意到在 B 中 φ(d) 被 p 整除（观察棱镜闭包的构造第一步），那么由上述引理立刻就

有两者生成了同一个理想。从而我们有棱镜态射

(A, (d))→ (B, (d))
ϕB→ (B, (φ(d))) = (B, (p))

但最后一个棱镜是晶体棱镜。于是为了证明 A 的情形，我们只需要检查基变换能够成立并且能

够反映同构，因此我们需要如下性质。记 α : A
ϕ→ A→ B：

1. α 模 p 后分解为 A/p→ A/(p, d)
ϕ→ A/(p, dp)→ B/p，其中第一个映射有有限 Tor-振幅，

第二个映射忠实平坦，第三个映射忠实平坦。因此它诱导了 α̂∗ : Dcomp(A)→Dcomp(B)，其

中完备指导出 (p, d)-完备。

2. α̂∗ 反映同构：由导出 Nakayama，只需证明顺着 A/p→ B/p 基变换后再做 d-完备化这一
操作诱导了同构，但是我们分解到上述三个映射，每个都成立（第一个是导出 Nakayama，
第二、三个是忠实平坦）

3. α̂∗ 有有限 (p, d)-完备 Tor-振幅：再次只需验证基变换后 d-完备化有有限 d-完备振幅，但
这立刻归约到已经证明的情形

4. 由棱镜基变换，对于任何 p-完备光滑 A/I-代数 R,RB = R⊗̂AB，α̂∗∆R/A = ∆RB/B

因此这就说明万有定向棱镜的情况下，Hodge-Tate 定理成立：因为我们可以基变换到晶体棱镜
(B, (p)) 的情况并且基变换保持同构。

Step 3.
现在对于一般的有界棱镜，首先由平展比较定理，总可以假定 R = A/I 〈x1, · · · , xr〉。我

们宣称有界棱镜局部上都是可定向的，即存在 (A, I) → (B, (d)) 是有界棱镜之间的忠实平坦态

射，我们略去此事实的证明，参见 [BS19BS19, Lemma 3.7(4)]。因此我们可以假定 (A, I) 是定向棱

镜 (A, (d))。
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现在万有定向棱镜的泛性质给出了 (A0, (d))→ (A, (d))，其中 (A0, (d)) 是前述构造过的万

有定向棱镜，那么我们有如下 (p, d)-完备推出图表：

A0
//

α
��

A

β
��

Zp
// B0 = A0{

φ(d)

p
}∧ // E = A⊗̂L

A0
B0

特别地，Zp → B0 升级成棱镜态射 (Zp, (p)) → (B0, (p))，从而也有棱镜态射 γ : (Zp, (p)) →
(E, (p))。

现在我们宣称 β̂∗∆̄R/A
∼= γ̂∗∆̄Fp[x1,··· ,xr]/Zp

，其中 −̂∗ 依然指导出完备 (p, d)-对象的基变换：
这是因为 R = A/I 〈x1, · · · , xr〉，而我们详细展开计算两个棱镜的弱始对象和 Cech-Alexander
复形就能立刻得到结果。由于 Fp[x1, · · · , xr] 上的 Hodge-Tate 比较我们早已知晓，我们现在知
道 A 上的 Hodge-Tate 比较映射在作用 β̂∗ 过后是同构。但是 α̂∗ 反映同构，追上述方形图表就

知道 β̂∗ 也是如此，从而说明 A 上的 Hodge-Tate 比较映射的确是同构。

8.3 棱镜完美化

在本节我们介绍如何利用棱镜上同调给出一个环的完美化。特别地，这个构造能够帮助我

们处理混特征交换代数的一些问题。

警告. 为了将棱镜上同调从光滑的情况正确地过渡到一般的代数，从现在起我们再一次
使用非 Abel 导出并不加说明地用记号 ∆R/A,etc. 表示导出棱镜上同调。

定义 8.13. 固定完美棱镜 (A, I)，其切片 Ā = A/I。现在给定导出 p-完备 Ā-代数 R，定义棱镜

完美化为

∆R/A,perf = colim(∆R/A
ϕR→ · · · )∧(p,I) ∈ D(p,I)comp(A)

定义透镜完美化（[BS19BS19] 称完美胚化）为

Rperfd = ∆R/A,perf ⊗L
A Ā ∈ Dpcomp(R)

定理 8.14 (余连合性). ∆R/A,perf 和 Rperfd 都落在 D≥0 中。

证明. 由构造，∆R/A,perf/p 携带自然的 Frobenius 自同构。我们宣称如下引理：

引理 8.15. R• 是 Fp-代数中的单纯对象，则 ∀i > 0，Frobenius 在 H−i(R•) 上的作用是 0.

证明. 考虑 Si = SymFp
(Fp[i]) ∈ D(Fp)。由构造，H−i(Si) 6= 0。现在注意任何 H−i(R•) 中的对

象都能落在某个 Si → R• 诱导的 H−i(R•) → H−i(Si) 的像里。于是一切归结到检查 H−i(Si)

上的 Frobenius 是 0.
而这是逐项检查，例如 i = 1 时，S1 = Fp ⊗L

Fp[x]
Fp，于是 H−1(S1) ∼= (x)/(x2)，其上

Frobenius 是 0。高阶情况则是源自 Si+1 = Fp ⊗L
Si

Fp，从而同理归纳地论证就说明了结果。

注记. 这实际上可以看做定理 4.124.12的推广。

现在回到原命题，我们已知 ∆R/A,perf/p的负数阶上同调群消失，现在对 τ≤−1(∆R/A,perf) 应

用导出 Nakayama 就立刻看出 ∆R/A,perf 自身的负数阶上同调群也消失。
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我们在这里不加证明地给出上述两个完美化作为层上同调的描述，参见 [BS19BS19, Prop. 8.5]。

定理 8.16. 记号如前，考虑完美棱镜景 (R/A)perf
∆ ，那么：

∆R/A,perf → RΓ((R/A)perf
∆ ,O∆)

Rperfd → RΓ((R/A)perf
∆ , Ō∆)

∼= R limR→R′,R′ perfdR
′

我们可以用完美化给出如下重要的构造：

引理 8.17. (A, I) 是完美棱镜，P ∈ (A/I)[x] 是首一多项式，则存在忠实平坦的完美棱镜态射

(A, I)→ (B, IB)，使得 B̄ = B/IB 包含 P 的一个根。

证明. 考虑环 R = Ā
〈
xp

−∞
〉
/(P (x))，那么它是拟正则半完美胚环，这里 R 〈X〉 := R[X]∧(p)。

于是由 Hodge-Tate 比较，注意 LR/Ā[−1] 是 p-完备平坦的，我们就有 ∆̄R/A 聚集在 0 处并
且是 p-完备忠实平坦 R-代数。于是类似地由导出 Nakayama（和上一引理类似），∆R/A ∈ D≤0，

因此 ∆R/A,perf ∈ D≤0。

另一方面，由余连合性我们知道 ∆R/A,perf ∈ D≥0。

结合两者就有：∆R/A,perf 聚集在 0处。记之为 B，我们在这里宣称其上有相容的 δ-环结构并
升级成棱镜，证明留到下一节中，参见定理 9.39.3。那么前述一切内容就共同说明 (A, I)→ (B, IB)

是忠实平坦的棱镜态射。此时 B̄ 是 R-代数，从而其包含 P 的一个根。

推论 8.18 (André 平坦引理). R 是完美胚环，存在 p-完备忠实平坦态射 R → S 使得 S 完美

胚并且 S 绝对整闭环（即每个首一多项式都有一个根）。

证明. 我们对前一命题做超限归纳即可。

9 平展比较定理

9.1 拟正则半完美胚环的棱镜上同调

在本节中我们计算拟正则半完美胚环的棱镜上同调，其有着简单的描述。

命题 9.1. 固定拟正则半完美胚环 S，全体配备有 S → A/I 的棱镜 (A, I) 构成的范畴有始对象

(∆init
S , I)，并且 I = (d) 是主理想。

证明. 固定一个完美胚环到其的满射 R→ S。由定理 9.29.2，所有配备 R→ A/I 的棱镜 (A, I) 构

成的范畴有始对象 (Ainf(R), ker θ)。
现在记 J 为映射 Ainf(R)→ R→ S 的核，那么对于任何棱镜 (C,K), S → C/K，都有一个

提升 (Ainf(R), (d))→ (C,K)。并且棱镜态射的基本事实保证 K = d ·C。现在由于 K 是 Cartier
除子，那么 d 是 C 中的非零因子，并且对于任何 f ∈ J，存在唯一的 f/d ∈ C（观察 f 在 C/K

中的像是 0，非零因子保证提升的唯一性）。
现在我们定义

B = Ainf(R){xf |f ∈ J}/(dxf − f | ∈ J)δ

其给出了唯一的 δ-环映射 B → C。由于 C 中没有 d-挠，这诱导了 B/B[d∞]δ → C。但是 C 是

导出 (p, d)-完备的，因此我们有环映射 H0((B/B[d∞])∧(p,d))→ C（其中完备化是导出完备化）。
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然而 H0 可能包含新的 d-挠元，但是我们由超限归纳反复操作，就得到了一个 ∆init
S ，使得

其是导出 (p, d)-完备的 δ-环，并且 d 是非零因子，同时还有到 (C,K) 的棱镜态射。这就是满足

要求的始对象。

我们最后来验证这个证明开头所使用的论述：它是完美棱镜和完美胚环的范畴等价的部分

推广：

引理 9.2. (A, I) 是完美棱镜，对应的完美胚环为 R = A/I。对于任何棱镜 (B, J)：A/I → B/J

提升成为棱镜之间的态射。

证明. 现在由于 LA/Zp
在导出 p-完备化下消失，而 B,B/J 都是导出 p-完备的，那么由形变理

论就有 A→ A/I → B/J 唯一地提升成为 α : A→ B：并且这一唯一性说明这个提升尊重 A,B

上的 Frobenius，另外由定义立刻有 α(I) ⊆ J。

现在我们只需说明 α是 δ-映射：注意 α穿过 lim←−φ
B → B（因为 A上的 Frobenius是同构），

而这一极限完美化是完美 δ-环并且 p-无挠：因此 A→ lim←−φ
B 自动是 δ-映射（δ-结构在 p-无挠

的情况唯一确定：δ(x) = ϕ(x)−xp

p 。而 lim←−φ
B → B 由定义就是 δ-映射，这就说明了一切。

在拟正则半完美胚环的时候，上述定义和棱镜上同调相当接近。为了说明这点，我们回忆

拟正则半完美胚环满足 ∆̄R/A 聚集在 0 处。其能够带给我们如下好性质，我们在证明 André 引
理的过程中也使用了一部分这些性质。

引理 9.3. (A, I) 是有界棱镜，R 是导出 p-完备的 A/I-代数，并且 ∆̄R/A 聚集在 0 处。那么：

1. ∆R/A 上的 Frobenius 提升为 ∆R/A 上的 δ-A-代数结构

2. (∆R/A, I∆R/A) 给出了 (A, I) 上的棱镜，并有映射 R→ ∆̄R/A = ∆R/A/I∆R/A。

3. 全体配备有 R→ B/J 的 (A, I)上的棱镜 (B, J)构成的范畴存在始对象，并且 (∆R/A, I∆R/A)

在其中是弱始对象（出发的态射不一定唯一）。

证明. 重要的部分落在第一步，注意一个环上的 δ-结构被 S → W2(S) 分类，于是考虑计算棱

镜上同调的 Cech-Alexander 消解 F •，一切归结到验证 limW2(F
•) = W2(∆R/A)。但是由定义，

我们有拉回图表

W2(S)
F //

��

S

��

S
ϕ

// S ⊗L
Z Fp

从而利用 ∆R/A 的离散性（导出 Nakayama）以及上述拉回图表就有 W2 与之可交换。

第二部分是不言自明的。

第三部分证明如下：对任何满足要求的 (B, J)，我们简述构造棱镜态射 (∆R/A, I∆R/A) →
(B, J) 的方法。注意我们这里始终讨论的是导出棱镜上同调，所以（包括在第一部分的证明中）

∆ 实际上被 Cech-Alexander 复形以及 R 在光滑代数中的消解共同计算的，即

∆R/A = colim∆op lim
∆

F
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然而现在我们注意 lim 一项（即光滑代数的棱镜上同调）实际上是 limC∈(Ri/A)∆
C（回忆一般范

畴上预层的全局截面的定义），从而这就有了到 B 的映射，于是升级到余极限上就有我们希望

的态射。再一次使用和第一部分一样的论证就说明了这个映射尊重 δ-结构，于是一切得证。

接下来则是我们这一节的主定理：

定理 9.4. S是拟正则半完美胚环，配备有完美胚环出发的映射 R→ S。取 (A, I) = (Ainf(R), ker θ)，
那么 ∆̄S/A 离散，并且 ∆init

S = ∆S/A。

证明. 关于离散的论断和André引理的证明中使用的完全相同（Hodge-Tate比较和导出Nakayama）。
只需证明其的确是始对象这一论断。首先我们有如下关于弱始对象的范畴论结果：

引理 9.5. C 是幂等完备的，X ∈ C。假设 C 上的恒等映射穿过 CX\ → C，即存在 F : C → CX\，

那么 F (X) 是 X 的一个幂等的到自身的态射，并且其对应的收缩是 C 的始对象。

证明. 设 F (X) = (e : X → X)，那么对 e 作用 F 就说明幂等完备性。

现在假设 X ′ 是对应的收缩，那么 F (X ′) = (X → X ′) 是满态射。现在 F 是忠实的，于是

∀Y：
HomC(X

′, Y ) ↪→ HomCX\(X → X ′, X → Y )

然而 X → X ′ 是满态射，从而右侧至多只有一个元素，因此 HomC(X
′, Y ) 至多一个元素，但是

其也至少存在一个元素（X ′ → X → Y），于是这就说明了始对象。

回到原命题，结合上述命题我们只需证明弱始对象 (∆S/A, I∆S/A) 上的幂等态射是恒等。下

面我们做如下约化：

1. 将R替换为R
〈
Y

1/p∞

i , i ∈ I
〉
：这不改变余切复形，从而由Hodge-Tate比较和导出Nakayama，

其不改变棱镜上同调。因此可假设 R→ S 是满射。

2. 替换 S′ = R
〈
X

1/p∞

j , j ∈ J
〉
/(Xj − fj)

∧ → S : Xj 7→ 0，其中 fj 是 ker(R → S) 的生成

元。这诱导了余切复形上的满射，从而诱导了棱镜上同调的满射，因此只需证明前者的棱

镜上同调上对应的幂等态射是恒等。

3. 通过截断 J 取滤余极限，并将 A 替换为 A′ = Ainf(R
〈
X

1/p∞

1 , · · · , X1/p∞
r

〉
)，再一次由

Hodge-Tate 比较和导出 Nakayama：

∆T/A ' ∆T/A′ , T = R
〈
X

1/p∞

1 , · · · , X1/p∞
n

〉
/(X1 − f1, · · · , Xn − fn)

最终约化到了如下情形：

R = A/J，J = (I, f1, · · · , fr)，f1, · · · , fr 是 A/I 中的正则序列：这是 local complete intersection
的棱镜上同调。我们不得不省去这一情形的计算（参见 [BS19BS19, Example 7.9]）而仅宣称此时弱
始对象 (∆R/A, I∆R/A) 的确是始对象。这就说明了结果。

因此我们说明了在拟正则半完美胚环的情况下始对象和棱镜上同调的确相符，我们统一用

∆S = ∆init
S = ∆S/A 记之。
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9.2 棱镜-TC− 比较

这一步应当是比较定理中最技术性和不自然的部分，本节的目标是说明前述构造和棱镜上

同调之间的比较定理。我们首先从棱镜上同调上的 Nygaard 滤过出发：

定义 9.6. S 是拟正则半完美胚环，回忆上一节结果，记其对应的棱镜为 (∆S , (d))。定义其上的

Nygaard 滤过为
FiliN∆S = {x ∈ ∆S |ϕ(x) ∈ di∆S}

并且这一滤过在 Hodge-Tate 比较中和 Ainf 上同调上产生的滤过相同。

定理 9.7 (棱镜-TC−比较). ∆̂S 上存在一个自然的 δ-环结构，使得泛性质诱导的 ∆S = ∆init
S → ∆̂S

是 Nygaard 完备化，并且两侧的 Nygaard 滤过相同。

证明. 首先固定一个完美胚环 R，无妨对 R-代数 S 讨论。我们首先考虑 Ainf-上同调的如下一
般构造：定义 ∆nc

− 为 A 7→ ∆̂A（作为取值在完备 (p, ξ) 复形 D(Ainf) 的函子，而非 DF (Ainf)）

的 Kan 扩张。现在由棱镜上同调的 Hodge-Tate 比较，我们知道 ∆nc
S 和 ∆S 上各自携带着滤过，

并且每一个分次同构。

因此我们下面只需要说明在 ∆nc
S = ∆S。同样的，一切归约到拟正则完美胚环的情况。我们

宣称待证命题在如下两个操作下保持：

1. 称拟正则完美胚 R-代数之间的映射 S → S′ 是相对完美的，如果它来自顺着某个完美胚

R-代数的基变换：S′ ∼= S ⊗R P，P 完美胚：那么命题如果对 ∆S 成立，则也对 ∆S′ 成立。

2. 如果给定拟正则完美胚 R-代数之间的映射 S → T，使得它还是 p-完备忠实平坦的：那么
命题如果对 ∆T 成立，则也对 ∆S 成立。

现在对于任何拟正则完美胚环 S，由 Andre 引理定理 8.188.18，其存在一个相对完美并且 p-完备忠
实平坦的覆盖 S → S′，使得 S′ ∼= R′/(f1, · · · , fr)，R′ 完美胚，f1, · · · , fr ∈ R′ 是一列相对 R

的（p-完备）正则序列，并且每个 fi 都存在一系列 p∞-根。
然而这样的环 S′ 当然满足如下态射的存在性 R

〈
X

1/p∞

1 , · · · , X1/p∞
r

〉
/(X1, · · · , Xr)→ S′，

并且这个态射是相对完美的。

继续约化，一切归结到 S = R
〈
X1/p∞

〉
/(X)的情况。然而此时我们具体计算 ∆init

S 的构造发

现存在 ϕ-等变映射 ∆S → ∆nc
S 。注意两者都是 (p, ξ)-完备的，从而由导出 Nakayama，只需证明上

述映射在沿 Ainf(R)→ Ainf(R)/(p, ξ) 基变换后是同构，但这个映射穿过 Ainf(R)→ Acris(R/p)。

但是在 Acris(R/p) 的情况，两侧分别变为 ∆S/p → ∆nc
S/p，但此时右侧是纯特征的，从而对应着

de Rham-Witt 复形，而左侧由具体构造知其的确是同构。
最后我们只需要说明 ∆S 上的 δ-环结构可以延拓到其 Nygaard 完备化上，这源自如下技术

性引理。

引理 9.8. S 是拟正则半完美胚环：

1. δ(FiliN∆S) ⊆ FilpiN∆S + (d, p)i−1∆S

2. ∆S 对 Nygaard 滤过的完备化和对 FiliN∆S + (d, p)j∆S 的完备化相同。
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棱镜-平展比较

我们接下来处理棱镜上同调和平展上同调的比较，我们证明如下版本的棱镜-平展比较定理。

定理 9.9. (A, I) 是完美棱镜，I = (ξ)，R 是导出 p-完备 A/I-代数，那么

RΓét(SpecR[p−1],Z/pnZ) ∼= (∆R/A[ξ
−1]/pn)ϕ=1

9.3 Frobenius 不动点

首先我们来解释上述比较定理的表述中出现的不动点。

定义 9.10. 固定 Fp-代数 B 以及 t ∈ B，记 Dcomp(B) 为 t-（导出）完备导出范畴。
定义 D(B[F ]) 为 Frobenius B-模的导出范畴，其对象为 (M,φ),M ∈ D(B), φ : M → φ∗M

（其中 φ∗M 指沿着 B 上 Frobenius 的推前。类似地定义 Dcomp(B[F ]) 为 t-完备的 M 张成的全

子范畴。

现在给定 (M,φ) ∈ Dcomp(B[F ])，定义

Mϕ=1 = fib(M ϕ−1−→M) ∈ D(Fp)

我们来说明上述不动点构造在余极限下保持，即：

命题 9.11. Dcomp(B[F ])→ D(Fp) : M 7→Mϕ=1,M 7→ (M [t−1])ϕ=1 和余极限交换。

证明. 在证明中所有余极限都在 D(B)中计算。现在给定 Dcomp(B[F ])中的图表 {(Mi, φi)}，取
F 为 colimiMi → (colimiMi)

∧
t（导出完备化）的纤维。那么 F 是唯一 t-可除的，从而 F 也能

下降为

fib
(
colimiMi[1/t]→ (colimiMi[1/t])

∧
t

)
因此命题的两个论断都约化到说明 F ϕ=1 = 0，因此我们只证明第一个函子：M 7→ Mϕ=1 和余

极限交换。

我们宣称如下事实：

引理 9.12. ∀(N,φ) ∈ Dcomp(B[F ]), Nϕ=1 = (N/t)ϕ=1，其中 N/t 上的 φ 由 N 诱导：注意

φ(t) = tp ⊆ tB。

证明. 现在由于 N 导出 t-完备，那么 fib(N → N/t) 在 t-进拓扑下也是完备的，另一方面 φ-作
用在 t-进拓扑下是幂零的：φ(t) = tp。从而结合两者就说明 F ϕ=1 = 0。

回到原命题：前述引理说明不动点函子可以分解为

Dcomp(B[F ])
N 7→N [t]−→ D(B[F ])

ϕ=1−→ D(Fp)

但是这两个箭头都和余极限交换，这就说明了结果。

上述结果的重要意义在于指出棱镜完美化不改变 Frobenius 不动点：
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推论 9.13. (A, I) 是完美棱镜，固定 I = (d)。对于导出 p-完备 A/I-代数 R：

(∆R/A/p
n)ϕ=1 → (∆R/A,perf/p

n)ϕ=1

(∆R/A[d
−1]/pn)ϕ=1 → (∆R/A,perf[d

−1]/pn)ϕ=1

是同构。

证明. 首先无妨假定 n = 1，此时我们只需说明余极限（导出）完美化保持 Frobenius不动点。但是
前一命题保证了和余极限的交换性，因此我们只需说明 (M,φ)

ϕ→ (M,φ)在 (−)ϕ=1, (−[d−1])ϕ=1

上诱导的是同构，但是这是直接的。

9.4 Arc-拓扑

我们证明平展比较定理的方式是选取一个合适的拓扑并下降到其基上。

定义 9.14. 称一个 qcqs 概形态射 f : Y → X 是 arc-覆盖，如果对于任何秩 ≤ 1 的赋值环 V，

都有一个秩 ≤ 1 的赋值环 W 以及如下交换图

Spec(W ) //___

��
�
�
�

Y

��

Spec(V ) // X

并且对应的 V →W 是忠实平坦映射。

由此，我们定义 Sch 上的 arc-拓扑如下：{fi : Yi → X}i∈I 在 arc-拓扑下是一个覆盖族，
如果对于任何仿射开集 V ⊆ X，存在映射 t : K → I，使得 K 有限并且有仿射开集 Uk ⊆
f−1
t(k)(V ), ∀k ∈ K，并且对每个 tkUk → V 作为 qcqs 概形态射是 arc-覆盖。
在上述定义中去掉秩 ≤ 1 的要求而是变为任何赋值环，则称得到的拓扑为 v-拓扑。

注记. 秩 ≤ 1 的赋值环等价于值群是 (R,+) 的子群。由于这样的赋值环具有“一条道路”的直

观，arc-覆盖实际上是道路可提升的模拟。

我们的主要目标是证明平展比较定理的两侧都能够在 arc-拓扑下下降，为此我们需要给出
一个刻画 arc-拓扑下可下降的方法。简单来说，我们有如下结果：

定理 9.15. C 是一个紧生成 ∞-范畴，并且每个紧对象 x 都满足 ∀y ∈ C,HomC(x, y) 是 n-截断
的。

假设 v-层 F : Schop
qcqs,R → C，满足对于任何 qcqs R-概形和仿射态射构成的余滤系统 Yα，

都有 lim−→F(Yα) ' F(lim←−α
Yα)，那么如果：

• F 满足绝对整闭-v-切除：即对任何绝对整闭 R-代数 V 和素理想 p ⊆ V，都有如下方块

F(V ) //

��

F(V /p)

��

F(Vp) // F(κ(p))

是拉回
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就有：

• F 是 arc-层。

证明. . 囿于篇幅，我们不得不省略大量细节并承认一些结果，详细证明参见 [BM18BM18, Section
4.1]。
首先我们无妨将问题化归到 f : Y → X 是仿射概形间 arc-覆盖，需要证明 F 满足对 f 可

下降。

现在我宣称存在一族绝对整闭环 Vi，以及 v-覆盖 Spec
∏

Vi → X，并且 Y → X 对 f 泛可

下降（即基变换可下降）当且仅当 ∀i，Y ×X SpecVi → SpecVi 泛可下降：我们称这样的性质为

{Vi → X} 探测泛可下降。

注记. 简单来说构造是这样的：首先我宣称总可以寻找到满足要求的 v-覆盖 Spec
∏

Wt → X（简

单地说，添加所有满足要求的绝对整闭环即可）。一个纯范畴论论述能够说明 {Spec
∏

UWt →
Spec

∏
I Wt}U∈βI 探测泛可下降。而 Spec

∏
Wt → X 又是 v-覆盖，我们已知 F 是 v-层，这就

说明了全部。

因此由上述宣称，我们无妨假设 X 是绝对整闭环 V 的素谱，假设 Y = SpecA，注意 A 是

有限展示 V -代数的滤余极限，并且其中每一个都是 arc-覆盖，因此这进一步把问题约化到 A有

限展示。

现在固定绝对整闭环 V，称一个区间 I = [p, q], p ⊆ q 为 V 中落在 p, q 中间的素理想，即

Spec((V /p)q)，记之为 VI。我们宣称如下事实：

引理 9.16. V 是赋值环，P 是一族区间使得：

1. 如果 I 长度 ≤ 1，则 I ∈ P

2. 如果 I ∈ P , J ⊆ I，则 J ∈ P

3. 如果 p 不是极大的，那么存在 q ) p，使得 [p, q] ∈ P

4. 如果 p 不是零，那么存在 r ( p，使得 [r, p] ∈ P

5. 如果 I, J ∈ P 是重叠区间，满足 I ∪ J 也是一个区间，那么 I ∪ J ∈ P

则 P 包含了所有的区间。

这是纯粹的交换代数和 Zorn 引理的运用，我们现在定义 P 为所有区间 I，使得 VI →
A⊗V VI 满足 F 泛可下降。注意 I = Spec(V ) 时这就回到了待证命题，因此我们验证上述 5 条
性质：

1. I 长度 ≤ 1 时此时 VI 是赋值环，并且 VI → A⊗V VI 直接是 v-覆盖

2. 利用 VI , VJ 之间的基变换

3. 如果存在 q 使得 [p, q] 长度 ≤ 1，那么结果立刻成立（第一条）；否则 {p} 是所有形如
[p, q′], q′ ) p 的交。此时 κ(p) = lim−→I=[p,q′],q′)p

VI。现在我们已知 κ(p) → A ⊗V κ(p) 是

v-覆盖，那么我们宣称存在一个 I，使得其对应的映射也是 v-覆盖：这需要一些交换代数
论证，参见 [BM18BM18, Lemma 4.5]。
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4. 这是完全对偶的

5. 我们不详细论证，简单来说这需要利用 I, J, I ∩ J, I ∪ J 之间的拉回方块。

于是综上所述我们就完成了证明。

我们下面利用定理 9.159.15来验证一些 arc-层。

定理 9.17 (平展上同调的 arc-下降). 给定环 R，(SpecR)ét 上的挠层 G，那么函子

F : Schop
qcqs,R → D(Z)≥0 : (f : X → SpecR) 7→ RΓ(Xét, f

∗G)

是 arc-层。

证明. 1. v-层
我们首先证明该预层是 v-层，即验证任何 v-覆盖 Y → X，都有 F 对其可下降。由于

Y,Xqcqs，Y 可以写为有限展示 X-概形和仿射态射构成的余滤系统 Yα 的极限。由于平展上同

调将余滤极限映为滤余极限，并且 Yα 也是 v-覆盖，我们可假定 Y → X 是有限展示的。现在

由 [Ryd10Ryd10, Thm 3.12]，我们宣称 Y → X 可以分解为一个拟紧开覆叠（局部上是开浸入的满射）

复合上一个紧合有限展示满射。

注意拟紧开覆叠自动满足泛可下降性，下面我们验证紧合满射也满足泛可下降。我们宣称

如果 f : Y → X 到 X 的任何严格 Hensel 化的基变换都满足 F-可下降，则 f 也是如此。自然：

我们实际上在比较如下两个平展层 F(X)→ lim←−(F(Y ) · · · )，而平展意象具有足够多的点，这就
说明了一切。

因此我们现在无妨假设 X 是一个严格 Hensel 环的素谱，x ∈ X 是闭点。那么此时由紧合

基变换：F(Y ) ' F(Yx)。因此我们只需证明 Yx → X 满足泛可下降，进而只需证明 Yx → x 满

足。注意继续基变换到几何点上不改变 F 的取值，因此只需证明 Yx̄ → x̄ 满足泛可下降。但是

我们注意到

Yx̄ //

��

Y

��

x̄ //

>>}
}

}
}

X

其中提升的存在性源于 Y → X 是满射以及 x̄代数闭，因此这诱导了截面 x̄→ Yx̄。但是对 Cech
脉的直接计算立刻就说明此时的确有泛可下降。

综上我们就说明 F 是一个 v-层。
2. lim−→F (Yα) ' F(lim←−Yα)

这是直接的：因为平展上同调和环的滤余极限交换。

3. 绝对整闭-v-切除
注意 (V, p) 是 Henselian 环对，那么由紧合基变换（Gabber 刚性定理）：

Hr
ét(V ) ' Hr

ét(V /p)

类似地对 Vp 也有相应的同构，因此这立刻说明切除方块是拉回。

接下来我们证明如下结果，其用来帮助证明棱镜一侧的 arc-下降。
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定理 9.18. 完美 Fp-概形范畴上的结构预层 O 是 arc-层。

证明. . 首先，上述结果对 fpqc 拓扑成立：这是忠实平坦下降。我们不得不不加证明地宣称
上述结果可以升级到 v-拓扑：大致证明思路是宣称 v-拓扑可以写为 h-覆盖的余滤极限 [StacksStacks,
0EVP]，而检查 h-下降只需检查有限展示紧合满射的情形（类似平展 arc-下降的证明，或 [StacksStacks,
0EU5]）。
现在再一次由定理 9.159.15，我们只需检查绝对整闭-v-切除，而这是直接的。

因此我们说明了：

推论 9.19. SpecB → SpecA 是完美仿射 Fp-概形之间的 arc-覆盖，那么 Cech-Alexander 复形：

0→ A→ B → B ⊗A B → · · ·

是零调的。

为了处理平展比较定理，我们需要稍微修改一下所使用的拓扑，将 arc-拓扑过渡到 p-完备
的情况。这样的拓扑称为 arcp-拓扑。

定义 9.20 (arcp-拓扑). f : R→ S 是导出 p-完备环之间的态射，称 f 是 arcp-覆盖，如果 arc-覆
盖中的定义在秩 ≤ 1 赋值环 V 是 p-完备的情况下提升存在。特别地，此时 W 也可以选择为

p-完备的。

类似地，我们来证明平展比较定理两端的对象都满足 arcp-下降。

定理 9.21 (平展上同调的 arcp 下降). 给定环 R，(SpecR)ét 上的挠层 G，那么函子

F : RingopR → D(Z)≥0 : (f : SpecS → SpecR) 7→ RΓ(XSpecS∧
(p)[p

−1], f∗G)

是 arcp-层。

证明. 只需证明 R,S 均导出 p-完备并且 R → S 是 arcp-覆盖的情况时 F 可下降。我们宣称此
时 R→ S ⊕R/p⊕R[p−1] 是 arc-覆盖，原因如下：
对于任何 R→ V, V 秩 ≤ 1 赋值环，p 在 V 中的像有如下三种可能：

1. 极大理想中的一个非零元素。此时可以将 V 替换为其 p-完备化，那么 R→ S 是 arcp-覆
盖就说明了提升的存在性。

2. 0. 此时这个映射穿过 R/p，于是 W = V，对应的映射为到 R/p 的投影即可。

3. 单位，此时这个映射穿过 R[p−1]，于是 W = V，对应的映射为到 R[p−1] 的投影即可。

现在注意 p-完备化再将 p 可逆保证了 R/p 和 R[1/p] 都消失，因此上述论断约化到了平展

上同调的 arc-下降。

同样，我们证明完美胚环在 arcp-拓扑下的可下降性：
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定理 9.22. 给定完美胚环之间的 arcp-覆盖 R→ S，那么 Cech-Alexander 复形：

0→ R→ S → S⊗̂RS → · · ·

是零调的，其中完备张量积是 (p, d)-完备化。

证明. 考虑 R 对应的完美棱镜 (Ainf(R), ker θ), ker θ = (d)。我们宣称 R♭ → R♭[d−1] ⊕ S♭ 是

arc-覆盖，原因如下：
对于任何 R♭ → V, V 秩 ≤ 1 赋值环。d 的像有两种可能：

1. 单位：此时上述映射延拓到 R♭[d−1]，那么提升 W = V，映射取为投影就满足要求.

2. 极大理想中：此时可以将 V 换为其 d-进完备化，此时 R♭ → V 对应着 R → V ♯ = A ⊗R

W (V )：注意 V ♯ 和 V 值群相同，从而也是秩 ≤ 1 赋值环。现在由于 R → S 是 arc-覆
盖，那么存在一个延拓 S → V ′，通过取完备化和整闭包可以假定 V ′ 是 p-完备绝对整闭
的，此时其分式域由定义是完美胚域，因此它是完美胚环。于是 S♭ → V ′♭ 就是满足要求

的 V 的延拓。

现在回到原命题：这时只需对 R♭ → R♭[d−1] ⊕ S♭ 应用定理 9.199.19，并注意取 d 完备化使所有

R♭[d−1] 的项消失，这就说明了结果。

注记. 这个命题的证明非常突出地体现了斜置和正置之间的对应关系。

接下来，我们将利用上述完美胚环上的可下降性说明棱镜上同调确为 arcp-层。首先我们从
说明其为 arc-层出发：

引理 9.23. 完美胚环构成了 p-完备环上 arcp-拓扑的一组基。

证明. 任给 p-完备环 R，完全类似定理 4.154.15的证明：存在一个 p-完备忠实平坦映射 R → R̃ 使

得 R̃ 是半完美胚环。

我们宣称 R → R̃perfd 是满足要求的 arc-覆盖：首先 R → R̃ 是 arc-覆盖（忠实平坦），其
次，对于任何 R̃→ V, V 是 p-完备赋值环，我们可以进一步将 V 替换为其绝对整闭包的 p-完备
化，于是再一次地就有 V 是完美胚环。现在由透镜完美化（完美胚化）的泛性质定理 9.49.4，就
有所需的扩张。

推论 9.24. 对于任何 p-完备环 S，Sperfd = RΓarc(S,O)，其中 O 是结构层。因此 S 7→ Sperfd

是 arcp-层。

证明. 注意完美胚环是基，因此

RΓarcp(S,O) = RΓarcp(PerfdS ,O) = Γarcp(PerfdS ,O)

最后一个等号正是完美胚环在 arcp-拓扑下的可下降性。因此由定理 8.168.16上式就是：

lim←−
S→S′,S′ perfd

S′ = Sperd

这就说明了结果。
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9.5 棱镜-平展比较定理的证明

我们现在终于可以着手处理棱镜-平展比较定理了。

定理 9.99.9的证明. 由前述结果，（限制在导出 p-完备代数上）平展一侧当然满足 arcp-下降，棱镜
一侧满足的理由是：由定理 9.139.13，可以过渡到棱镜的完美化。现在由导出 Nakayama（−⊗LA/I

反映同构），我们实际上只需证明 R 的透镜完美化（完美胚化）满足 arcp 下降，但这正是上一

节的命题。

现在回忆定理 9.159.15的证明，我们知道任何 p-完备环都有一个形如
∏

Ri 的 v-覆盖，进而是
arc-覆盖，进而是 arcp-覆盖，其中 Rip-完备且绝对整闭。因此我们将问题约化到了 R =

∏
i∈I Ri，

此时对比两侧：

平展上同调一侧是 [StacksStacks, 0GY7]：绝对整闭环的有限 Abel 群系数平展上同调的非零阶平
展上同调群消失，因此平展上同调一侧就是 (Z/pnZ)I。
现在处理棱镜上同调一侧：此时 Ri 是完美胚环，因此由定理 9.49.4：∆R/A,perf = W (R♭)。现

在对每个 i ∈ I，我们只需说明有如下正合列

0→ Z/pnZ→W (R♭
i [d

−1])/pn
ϕ−1−→W (R♭

i [d
−1])/pn → 0

而这不过是 Artin-Schreir-Witt 正合列：即作为 Fp-概形 X 上的平展层，有层的短正合列

0→ Z/pnZ→Wn
ϕ−1−→Wn → 0

（特别地，回到 n = 1 的情况就是 Artin-Schreir 正合列）。
因此我们说明了 p-完备绝对整闭环的情况，从而说明了比较定理。

10 BK 模取值上同调

我们现在已经说明过 Ainf 上同调满足的比较定理，最终我们兑现介绍 [BMS2BMS2] 主结果时的
承诺，构造出取值在 Breuil-Kisin 模的上同调理论。我们首先声明一些记号：

定义 10.1. 固定 K 是 Qp 的扩张，其上携带离散赋值，剩余域是特征 p 完美域 k，固定一个归

一化子 $。

记 K∞ = K($1/p∞)∧p，C 为 K∞ 代数闭包的完备化，Ainf = Ainf(OC)。

再记 S = W (k)[[z]]，其上有满射 θ̃ : S → OK : z 7→ $，其核被一个 Eisenstein 多项
式 E(z) 生成。S 上携带有自同态 ϕ：其在 W (k) 上是 Frobenius，并将 z 7→ zp。S 可以视作

Ainf(OK∞) ⊆ Ainf(OC) 的子环：嵌入方式由 W (k) 上作用 Frobenius，z 7→ [$♭]p 给出，其中

$♭ = ($,$1/p, · · · ) ∈ O♭
K∞
。

现在记 θ = θ̃ ◦ ϕ : S→ OK。那么这和 S ⊆ Ainf 以及 Ainf 上的 θ 映射相容，θ̃ 同理。

BK 模取值上同调的构造依赖于如下相对版本的 THH。

定义 10.2. THH(A/S[z]) = THH(A)⊗THH(S[z]) S[z]。我们下面阐明其上的 Frobenius 映射 ϕp :

THH(A/S[z]) → THH(A/S[z])tCp 的构造方式：事实上这就 Tate 对角线产生的 Frobenius，但
我们有如下具体的描述。



10 BK 模取值上同调 59

引理 10.3.
THH(S[z]) ∼= S[BcycN]

其中 Bcyc 指循环杠构造。具体到 BcycN，其对应着 (S1 × N>0) ∪ ({1} × {0}) ⊆ S1 × Z。其上
的 T-作用是 t · (s, n) = (tns, n)。

Tate Frobenius 可以具体构造如下：THH(S[z]) → THH(S[z])hCp → THH(S[z])tCp 的复合，

其中第二个箭头是典范的，第一个箭头则源于构造

S[BcycN]→ S[(BcycN)hCp ]→ S[BcycN]hCp

第一个箭头由 (s, n) 7→ (sp, pn) 诱导。

典范映射 THH(S[z]) → S[z] 由 BcycN → N : (s, n) 7→ n 给出，从而我们立刻发现两者的

Tate Frobenius 之间交换。

证明. 我们仅解释第一行，对于任何 E1-空间 ΩY，THH(S[ΩY ]) 由定义是如下复合的几何实现：

N(Λop)
∼−→ N(Λ)

V−→ N(Assoc⊗act)
ΩY ⊗
−→ S⊗act

(Σ∞
+ )
−→ Sp⊗act

⊗−→ Sp

但是 Σ∞
+ 是对称幺半的并且保持余极限，于是它就是如下复合的几何实现的纬悬谱：

N(Λop)
∼−→ N(Λ)

V−→ N(Assoc⊗act)
ΩY ⊗
−→ S⊗act

⊗−→ S

而这就是循环杠构造。

剩余构造以及和 Tate Frobenius 的比较来自 [NS18NS18, Lemma IV.3.1]。

推论 10.4. 我们现在构造 THH(−/S[z]) 上的分圆结构：

THH(A/S[z]) = THH(A)⊗THH(S[z]) S[z]
φp⊗1−→ THH(A)tCp ⊗THH(S[z]) S[z]

→ THH(A)tCp ⊗THH(S[z])tCp S[z]tCp → THH(A/S[z])tCp

第一个箭头是 THH 的分圆结构，第二个箭头是前一引理中两个 Frobenius 的相容性，第三个箭
头是 (−)tCp 的松幺半性。这就给出了 THH(A/S[z]) 上的分圆结构。

接下来则是相对 THH 和绝对 THH 的比较，这是建立 BK 模到 Ainf-上同调以及其他上同
调比较定理的关键。

命题 10.5. A 是 OK-代数，通过 z 7→ $ 成为 S[z]-代数，那么顺着 S[z]→ S : z 7→ 0 基变换给

出了

THH(A/S[z])⊗S[z] S ' THH(A⊗OK
k)

并且这个同构尊重 T-作用和 Frobenius。

证明. 观察如下推出图表
S[z] //

z 7→0

��

OK
//

��

A

��

S // k // A⊗OK
k
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另外一个比较是

命题 10.6. THH(S[z1/p∞ ])→ S[z1/p∞ ] 在 p-完备化后是同构。

证明. 注意到只需将上述映射作用上 − ⊗S THH(Z)，得到 HH(Z[z1/p∞ ]) → Z[z1/p∞ ] 并且这不

改变问题。但是后者 p-完备化后是等价，因为检查余切复形 LZ[z1/p∞ ]/Z 的 p-完备化：再一次由
定理 4.124.12的技术其消失，从而 HKR 滤过说明了一切。

推论 10.7. A 是 OK-代数，则

THH(A/S[z])⊗S[z] S[z1/p
∞
] ' THH(A[$1/p∞ ]/S[z1/p

∞
])

的 p-完备化与
THH(A[$1/p∞ ];Zp) = THH(A⊗OK

OK∞ ;Zp)

相同。

证明. 注意 THH(S[z1/p∞ ]) 和 S[z1/p∞ ] 在 p-完备化后同构，而上式右侧的 p-完备化等同于
THH(A[$1/p∞ ])⊗THH(S[z1/p∞ ]) S[z1/p

∞
] 的 p-完备化，从而一切得证。

接下来我们构造的是 BK 模上同调在 Frobenius 下的拉回，即（不准确地写）ϕ∗∆̂A/S。我

们为了区分 Frobenius 在基底环 S 下的作用，始终约定 S(−1) 是通过 ϕ : S → S = S(−1) 作

用的 S-代数。于是类似地 θ(−1) : S(−1) → OK : z 7→ $ 对应的是标准记号下的 θ̃。总结一下，

我们得到的是如下两个图表：

S(−1) Ainf(OK∞) S(−1) Ainf(OK∞)

OK OK∞ OK [$1/p] OK∞

θ(−1) θ θ̃(−1)
θ̃

特别地，第一个图表是推出图表：因为 OK
∼= S(−1)/E，而 OK∞

∼= Ainf(OK∞)/ξ，从而说明一

切。这里 S(−1) ↪→ Ainf(OK∞) 没有任何 Frobenius twist，自然也和前文定义的 S 的嵌入相容。

我们接下来所做的与 Ainf 上同调的构造完全平行。我们首先检查 OK 对应的上同调（就像

在景 QSynR 上我们检查完美胚环 R 的上同调一样）：

命题 10.8.
TC−(OK/S[z];Zp) TP(OK/S[z];Zp)

THH(OK/S[z];Zp) THH(OK/S[z];Zp)
tCp

φhT

φ

作用上 π∗ 后是

S(−1)[u, v]/(uv − E) S(−1)[σ, σ−1]

OK [u] OK [$1/p][σ, σ−1]

u 7→σ,v 7→φ(E)σ−1,φ-linear

u 7→u,v 7→0,θ(−1) σ 7→σ,θ̃(−1)

u 7→σ

其中 |u| = |σ| = 2, |v| = −2, |E| = 0。
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证明. 我们只证明 π∗ THH(OK/S[z];Zp) ∼= OK [u]。注意 S[x] → S[x1/p∞ ] 忠实平坦（后者是自

由 S[x]-模的滤余极限），从而由定理 10.710.7知我们将命题约化到了 A⊗OK
OK∞ = A[$1/p∞ ] 的情

况：而这时它是完美胚环，因此命题得证。

注意到 S 是拟正则半完美胚环时 S⊗̂OK
OK∞ 也是如此，因此和上一命题的证明完全相同

地，我们有

命题 10.9. S ∈ QRSPerfdOK
时，THH(S/S[z];Zp), TC−(S/S[z];Zp), TP(S/S[z];Zp) 都聚集

在偶数次，并且我们将 π0 TC−(−/S[z];Zp) ∼= π0 TP(−/S[z];Zp) 延拓到 QSynOK
上，产出了

∆̂−/S(−1) : QSynOK
→ CAlg(D(S(−1)))

特别地，我们记 TC−,TP 上倍速 Postnikov 滤过在 QRSPerfd ⊆ QSyn 的延拓下得到的滤过为
BMS Filtration，那么 ∆̂−/S(−1)

∼= gr0BMS TC−(−/S[z];Zp)。

这距离我们需要构造的 BK 模上同调仅相差一个 Frobenius，具体来说：

推论 10.10. ∆̂A/S(−1) 满足如下比较：

1. Ainf 比较：

∆̂A/S(−1)⊗̂L
S(−1)Ainf(OK∞) ' ∆̂AOK∞

完备化对 (p, z) 进行。

更进一步继续基变换到 OC 上，有：

∆̂A/S(−1)⊗̂L
S(−1)Ainf(OC) ' ∆̂AOC

2. de Rham 比较：
∆̂A/S(−1) ⊗L

S(−1),θ(−1) OK ' (ΩA/OK
)∧p

3. 晶体比较：
∆̂A/S(−1) ⊗L

S(−1) W (k) ' RΓcris(Ak/W (k))

其中基变换映射 S(−1) →W (k) 是在 W (k) 上恒等，z 7→ 0

4. Frobenius 诱导了同构：

∆̂A/S(−1) ⊗S(−1),φ S(−1)[1/ϕ(E)] ' ∆̂A/S(−1) [1/ϕ(E)]

证明. 第一部分成立的原因是我们注意 −⊗S(−1) Ainf(OK∞) 的作用和 −⊗S[z] S[z1/p
∞
] 相同：因

为我们已有推出 OK∞ ' Ainf(OK∞)⊗S(−1),θ(−1) OK，从而约化成 −⊗OK
OK∞，进一步约化为

−⊗S[z] S[z1/p
∞
]。

但是与定理 10.710.7中 THH完全类似地，TP(A/S[z];Zp)⊗S[z]S[z1/p
∞
] ' TP(A⊗̂OK

OK∞ ;Zp)，

再取 gr0BMS 就得到了欲证结果。

基变换到 OC 的部分只需说明

∆̂B⊗̂Ainf(OK∞ )Ainf(OC) ' ∆̂B⊗̂OK∞
OC
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回忆两侧都是 ξ 无挠的：定理 6.106.10，我们只需证明上式模 ξ 后的版本，但这时它们都是 Hodge-完
备导出 de Rham 复形，从而的确满足基变换。

第二部分成立的原因是直接的，因为这一基变换作用对应着商去E，从而给出的是 gr0BMS HC−，

那么 HC− 和 de Rham 上同调的比较就说明结果。
第三部分成立的原因完全来自定理 10.510.5，只需注意 OK = S(−1)/E，因此其作用为 −⊗S[z]S，

从而是 ∆̂Ak
，于是由晶体比较得证。

第四部分成立的原因是利用忠实平坦态射 S[z] → S[z1/p∞ ] 基变换，从而约化到 Ainf 上同

调的情况。

我们下面将上述构造沿着 Frobenius 下降到 S：

命题 10.11. 对于任何 OK-代数 A，ϕ : TC−(A/S[z];Zp)→ TP(A/S[z];Zp) 延拓成

TC−(A/S[z];Zp)[1/u]⊗S[z] S[z1/p]→ TP(A/S[z];Zp)

当 A 拟正则半完美胚时，上式左侧聚集在偶数处，π0(TC−(−/S[z]);Zp) 是 QRSPerfdOK
上的

层，延拓到 QSynOK
变为 gr0BMS(TC−(−/S[z];Zp)[1/u])，从而产生了一个自然映射

gr0BMS(TC−(−/S[z];Zp)[1/u])⊗Z[z] Z[z1/p]→ gr0BMS TP(A/S[z];Zp)

当 A 是光滑 OK-代数的 p-完备化时，这个映射是等价。

证明. A = OK 时 ϕ : u 7→ σ，从而可以延拓，因此对任何 OK-代数延拓存在。
限制在 QRSPerfdOK

上，πi TC−(−/S[z];Zp) 是一个取值于导出范畴（但是在 QRSPerfd
情形离散）的层，于是取滤余极限其仍然是层，从而这就说明了 πi TC−(−/S[z];Zp)[1/u] 是层。

对于最后一个叙述，结合定理 6.76.7的正合列：我们实际上只需证明对于 i ≥ dimA

griBMS(TC−(−/S[z];Zp))⊗Z[z] Z[z1/p]→ griBMS TP(A/S[z];Zp)

是等价：因为 i ≥ 2d 后 Hochschild 同调群消失（考虑 HKR 滤过）。
现在由于两侧都是 z1/p-无挠的，因此只需证明商去 z1/p 后是同构。因此由定理 10.510.5，这将

问题约化到了

gri(TC−(Ak))→ gri(TP(Ak))

是等价。但是在纯特征 p 的情况下由晶体比较，我们知道：

gri(THH(Ak)) ' (τ≤iΩA/k)[2i], gr
i(THH(Ak)

tCp) ' ΩA/k[2i]

这是因为由定理 6.56.5，THH(Ak)
tCp ' TP(Ak)/p，并且这个同构尊重 BMS 滤过，从而由晶体

比较定理 gri THH(Ak)
tCp 'WΩAk

/p[2i] = ΩAk/k[2i]，gri THH(Ak) 的描述则来自其和 N i∆̂Ak

的等同（定理 6.106.10），特别地利用 ϕ 的描述：其就是 τ≤iΩAk/k → ΩA/k 的嵌入，因此 i ≥ dimA

时 ϕ 诱导了 gri 上的同构。

进一步地这个同构下降到 TC− → TP 就得到了结果。

因此由上述命题我们找到了一个 Frobenius 下降的可用选项：
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定理 10.12. 对于光滑 OK-代数的 p-完备化 A，记

∆̂A/S = gr0BMS(TC−(A;Zp)[1/u])

那么这是一个 (p, z)-完备 E∞-S-代数。其上的 Frobenius 诱导了

∆̂A/S ⊗S,φ S[1/E] ' ∆̂A/S[1/E]

以及如下比较定理：

1. Ainf 比较：

∆̂A/S⊗̂
L
SAinf(OC) ' ∆̂AOC

2. de Rham 比较：
∆̂A/S ⊗L

S,θ OK ' (ΩA/OK
)∧p

3. 晶体比较：
∆̂A/S ⊗L

S W (k) ' RΓcris(Ak/W (k))

证明. 只需证明 ∆̂A/S ⊗S S(−1) ' ∆̂A/S(−1)，但是这就是上一命题。现在其上的 Frobenius

∆̂A/S⊗S,φ ' ∆̂A/S ⊗S S(−1) → ∆̂A/S

的定义为

∆̂A/S ⊗S S(−1) ' ∆̂A/S(−1)

= gr0(TC−(A/S[z];Zp))→ gr0(TC−(A/S[z];Zp)[1/u])

= ∆̂A/S

这结合 ∆̂A/S(−1) 的比较定理就说明了所有结果。

注记. 尽管 ∆̂−/S(−1) 上携带了自然的 Nygaard 滤过（同样来自不动点谱序列），这个滤过并不
能顺着 Frobenius 下降到 ∆̂−/S 上。

III 叠观点：棱镜化

这一部分是棱镜上同调乃至更经典的 Ainf 上同调理论的余韵和完全版本。我们将解释如

何使用叠的观点来重述前文棱镜上同调以及绝对版本的棱镜上同调的构造。主要参考资料为

[Bha23Bha23]。

11 纯特征棱镜化

我们首先从纯特征的情形出发，简述在纯特征的条件下如何将前述构造叠化。我们首先介

绍两个最基本的观察：



11 纯特征棱镜化 64

定义 11.1 (分次对象 = Dqc(BGm)). 考虑分次 R-复形的导出范畴 Fun(Zdisc, D(R))，其中 Zdisc

指离散的范畴。其上有来自 Day 卷积的对称幺半结构。我们宣称

Fun(Z, D(R)) ' Dqc(BGm)

F 7→
⊕
i∈Z

F (i)⊗R O(−i)

(i 7→ RΓ(BGm,R,M(i)))←[ M
注意 BGm 分类概形上的线丛，从而其上有一个万有线丛 OBGm(1) ∈ Dqc(BGm)，即：

(L→ X) 7→ L, X ∈ SchR, L ∈ Pic(R)

在这个对应下，遗忘分次对应着沿着 π : Spec(R)→ BGm 的拉回。

定义 11.2 (滤对象 = Dqc(A1/Gm)). 考虑滤对象的导出范畴 DF (R) = Fun(Zop, D(R))，这里

Zop 视为偏序集范畴。

现在考虑商叠 A1/Gm := Spec(R[t])/Gm，即其 T -点为所有 Gm-旋子 T ′ → T 以及配备上

一个映射 T ′ → Spec(R[t]) 构成的群胚。

现在回忆仿射情形下一个 Gm-旋子一定形如 ⊕i∈ZA
⊗i，其中 A 为 R 上的线丛。因此上述

群胚等价于 OT -线性映射 L ∈ OT , L ∈ Pic(T ) 作为对象给出的群胚。这样的对象被称为虚拟
Cartier 除子。
特别地，这给出了一个万有线丛 t : OA1/Gm

(−1)→ OA1/Gm
，即：

(L 7→ OT ) 7→ L, T ∈ SchR, L ∈ Pic(R)

现在类似前述描述，我们有Dqc(A1/Gm) ' Dgr(R[t])，其中 t对应次数 1，并且OA1/Gm
(−1)|BGm =

OBGm(−1)：即分次 R[t]-模 tR[t]/t2R[t] 是 R 坐落在次数 1。

现在我们有如下对称幺半等价

Rees : DF (R) ' Dgr(R[t]) ' Dqc(A1/Gm)

F 7→
⊕
i∈Z

FiliF · t−i

使得：

1. Rees 在标准 t-结构下 t-正合

2. 限制到开子叠 Spec(R) = Gm/Gm ⊆ A1/Gm 对应着遗忘滤过

3. 限制到闭子叠 BGm = Spec(R)/Gm ⊆ A1/Gm 对应着过渡到（分次相反的）关联分次环

4. 滤对象的完备性对应着 Dqc(A1/Gm) 中的导出 t-完备性

5. F ⊗O(−n) 对应着滤对象上的平移操作 F{n}

上述构造的逆是如下构造：

给定 M ∈ Dqc(A1/Gm)，如下图表的全局截面给出的滤对象即为所求：

· · · →M ⊗OA1/Gm
(i− 1)→M ⊗OA1/Gm

(i)→ · · ·
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11.1 关于叠论技术的一些评注

这里主要记录了一些后续构造中将要使用的叠论技术。

• 叠上的叠
我们给出刻画叠上的叠的等价条件，这能够大大减少我们描述叠上的叠时所需的工作量。

定理 11.3 ([Met03Met03, Theorem 82]). 如下两个定义等价。固定一个景 (C, J) 以及其上的叠 F :

D → C。如下两个 F 上的叠的定义等价，即两个 F 上的叠范畴等价：

1. 一个叠 G : E → C 以及叠之间的态射 A : E → D 使得全图交换。

2. 一个叠 A : E → D，其中 D 上的景结构是 C 的拉回

因此想要决定 F 上的叠，只需要指定叠 A : E → D，即对任何 d ∈ D 指定其取值，我们在
后续将反复不加证明地使用这一等价，例如定理 11.811.8以及其它构造叠上叠的定义。

• 环叠
接下来我们处理的叠通常都是所谓“环叠”，我们需要给出这一术语的严格解释。简单地说，

环叠指的是取值于 1-截断生像环的叠。一般地，生像 R-代数指的是

CAlganR := Funπ(Polyop
R ,An)

其中下标 π 指所有保持有限乘积的函子张成的全子范畴（即在 Polyop
R 中添加所有筛极限）。

特别地在这里的语境中，我们的环叠指的是取值于 1-截断生像环的叠，即如下 (2, 1)-范畴：

CAlgan,≤1
R := Funπ(Polyop

R ,An)

不精确地说，生像环是经典环论的导出版本。而与之相对的，E∞-环则应当理解为 S-充实的“导
出”环论。两者在经典环包含 Q 时相符：例如一个简单的证据是 HQ 自身就是有理同伦球 SQ。
上述直觉的精确版本被如下定理描述：

定理 11.4. 存在遗忘函子 θ : CAlganR → CAlg≥0
R ，其左伴随限制在离散 R-代数上是恒等当且仅

当 R 是交换 Q-代数；而右伴随限制在离散 R-代数上总是恒等。

证明. 注意生像环 CAlganR 来自 PolyR 添加所有筛极限，自然地泛性质保证任何 PolyR 到有所

有筛极限的范畴 C 的保持筛极限的函子穿过 CAlganR ，即：

Fun(PolyR,CAlg≥0
R ) ' Funsift(CAlganR ,CAlg≥0

R )

特别地，由于任何经典 R-代数自然地成为离散 E∞-环，其自然产生 θ : CAlganR → CAlg≥0
R 。

关于 θ 的左、右伴随的性质我们述而不证，参见 [SAGSAG, Section 25.1.2]

在生像环的世界中经典环上的操作可以通过导出（Kan 扩张）直接扩展到生像环上，比如
我们可以直接通过导出给出任何正特征环上的 Frobenius，然而我们当然知道大部分 E∞-环上
并不会有在整个同伦群上行为良好同伦相容的 Frobenius 映射。与此同时，生像环具有空间的
性质——毕竟其有一个基底 E∞-环。
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11.2 零特征 de Rham 叠

在本小节我们用一个简单的例子展示如何将上同调理论“叠化”，这是所有后续构造中最简

单的版本，我们在本节固定一个零特征底域 k。

定义 11.5. 记 Ĝa ⊆ Ga 为在 0 处的形式完备化，即：Ĝa(S) = Nil(S)。

给定一个投射 R-模 E，即其对应的向量丛为 V(E) = Spec(Sym∗
R(E

∨))。同样记其在零截

面的形式完备化为 V̂(E)，即 V̂(E)(S) = E ⊗R Nil(S), V(E)(S) = E ⊗R S。

定义 11.6 (de Rham 叠). 记环层 GdR
a = Ga/Ĝa，将之离散地视为一个环叠。对于 k-概形 X，

记 de Rham 叠为
XdR(R) = X(GdR

a (R)) = X(Rred)

这个构造的确计算了正确的 de Rham上同调，即 de Rham叠的结构层上同调的确为 X 的

上同调：

定理 11.7 (Simpson). 对于光滑 k-概形 X：

RΓ(XdR,OXdR) ' RΓ(X,Ω•
X/k)

左侧的叠上同调沿着 X → XdR 拉回对应着到 Hodge 滤过的投影

RΓ(X,Ω•
X/k)→ gr0HRΓ(X,Ω•

X/k) ' RΓ(X,OX)

接下来我们利用之前给出的 A1/Gm 的描述，将上述叠化构造升级为能够记录 Hodge 滤过
的构造。

定义 11.8 (Hodge 滤过 de Rham 叠). 构造如下 A1/Gm 上的叠：

GdR,+
a = cofib( ̂V(O(−1)) t→ Ga)

这里映射是 A1/Gm 上的 Cartier 除子 O(−1)→ O 诱导出的

̂V(O(−1))→ V(O) = Ga

具体来说：

GdR,+
a (Spec(R)→ A1/Gm) = cofib(Nil(R)(−1)→ R)

即，如果 Spec(R)→ A1/Gm 由 idR 7→ (L ∈ Pic(R), L→ R) 给出，那么上述余纤维映射具体地

写为 cofib(Nil(R)⊗R L→ R)。

1. 拉回 GdR,+
a |Gm/Gm

= GdR
a

2. 拉回 GdR,+
a |BGm = GH

a := Ga ⊕ ̂V(O(−1))[1]

我们类似地构造携带 Hodge 滤过的 de Rham 叠，给定 k-概形 X，记其 Hodge 滤过 de
Rham 叠为如下 A1/Gm 上的叠：

XdR,+(Spec(R)→ A1/Gm) = X(GdR,+
a (R))
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注记. 这里出现了经典代数几何和导出代数几何的互动，我们将经典环视作静止生像环计算映
射 Spec(GdR,+

a (R))→ X 构成的群胚。

类似地，定义 Hodge 叠
XH = XdR,+ ×A1/Gm

BGm

从而

XH(Spec(R)→ BGm) = X(GH
a (R))

这个构造的确计算了正确的 Hodge 滤过 de Rham 上同调：

定理 11.9 (Simpson). 对于光滑 k-概形 X,πX : XdR,+ → A1/Gm，那么拟凝聚层 HdR,+(X) :=

RπX,∗OXdR,+ 透过 Rees 同构后与 Fil∗HRΓ(X,Ω•
X/k) 相符。

我们给出证明概要：

证明. . 首先我们处理 Hodge 叠：

XH(Spec(R)→ BGm) = X(R⊕Nil(R)(−1)[1])

那么由定义它实际上是 X × BGm 上的分类叠 BV( ̂TX/k(−1))，其中 TX/k(−1) = pr∗1TX/k ⊗
pr∗2OBGm(−1)。. 这里我们不加证明地使用了如下导出形变理论的事实：

定理 11.10 (导出形变理论). 给定有限型 k-概形，生像 k-代数 R, η : Spec(R)→ X，假设有一

个 N ∈ D≤0(R) 诱导的平方零扩张 R′ → R（例如 1-截断生像环的长度 2-Postnikov 滤过），那
么 X(R′)→ X(R) 在 η ∈ X(R) 上的纤维是 MapR(η

∗LX/k, N)-旋子。
特别地，当 X 光滑并且 N := L[1] ∈ D−1(R) 时，此时余切复形退化为微分模，从而由伴

随性质：MapR(η
∗LX/k, N) ' B(η∗TX/k ⊗R L)

我们在证明的最后解释为何零特征情形的向量丛分类叠上的上同调是可以简单计算的，使

用其叙述就有

HH(X) := RπX,∗OXH = ⊕RΓ(X,Ωi
X/k[−i])(i)

接下来处理 de Rham 叠：
我们宣称 Dqc(A1/Gm) 取值层 U 7→ HdR,+(U) 是层，因此其对应着滤对象取值层范畴

DF (X, k) 中的一个对象，特别地，在 U 仿射时其值落在 (DF (k))♥B 中，于是对比 Hodge 上同
调知其被链复形

OX → Ω1
X/l → Ω2

X/k → · · ·

表出，检查 X = A1 时的微分发现其的确是 de Rham 微分，这就说明了结果。

我们最后解释为何可以计算向量丛分类叠上的上同调：

命题 11.11. 给定 Q-代数 R，以及有限投射 R-模 E，有如下等价：

Dqc(BV̂(E)) ' Dqc(V(E∨))

特别地，取 E = O 就得到了 Dqc(BĜa) ' Dqc(k[t])。
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证明. 注意在零特征的情况下，由于 Symn
R(E)∨ = Symn

R(E
∨)，两侧取余极限（注意左侧的对

偶将之变为极限）就有 ̂Sym∗
R(E

∨) ∼= (Sym∗
RE)∨（而在正特征的时候这个对偶恰好变为除幂代

数，这可以某种程度上解释晶体上同调构造的合理性）。

现在 BV̂(E) 上的凝聚层等价于携带有 ̂Sym∗
R(E

∨) 余模结构的 R-模，由上述对偶，这等价
于 Sym∗

R(E)-模，从而完成了证明。

推论 11.12. 在上述等价下，上同调也可以得到精确描述：

RΓ(BV̂(E),M) = RHom(O,M) ' RHomSym∗
R(E∨)(R, π∗M)

其中 π : Spec(R)→ BV̂(E)，π∗M 的 S-模结构被 M 决定。

上述框架还有如下特性：叠化框架不仅还原了 de Rham 上同调，还进一步还原了局部系上
同调：即变系数版本的上同调。

命题 11.13. 通过拉回 X×A1/Gm → XdR,+，Vect(XdR,+)对应着 X 上的如下数据：滤过向量丛

(E,∇, F ∗)，使得 ∇是平坦联络，F ∗ 为 E 上的滤过，满足 Griffiths横截性：∇F i ⊆ Ω1⊗OX
F i−1。

类似地，通过拉回 X × BGm → XH，Vect(XH) 对应着分次 Higgs 丛：即分次向量丛
M = ⊕iMi，以及一个 Higgs 场 Θ : M → Ω1 ⊗OX

M 满足横截性 Θ(Mi) ⊆ Ω1 ⊗OX
Mi+1。

特别地，对这些向量丛导出前推计算了 X 上的（平坦向量丛对应的）局部系上同调。

11.3 纯特征 Hodge-de Rham 叠

我们接下来处理纯特征 p 的情况，但是在这里我们必须强调（除了Witt 向量描述以外）其
中出现的大部分构造并不依赖纯特征 p。在本节中固定 V 为 p-完备有界 p∞-挠环，本节总是考
虑 V 上的有界 p-进形式概形。正如同我们在研究 BĜa 乃至 BV̂(E) 的情形指出的，为了得到

纯特征的情形，我们应当采用除幂代数。这自然引向了如下平行的构造：

定义 11.14. G♯
a = Spec(Z[t, t2/2!, t3/3!, · · · ])，其 R-点为 R 上的一族除幂，注意除幂的定义发

现 Ga 上的（加性）群律诱导了 G♯
a 上的，同样也有 Ga 乘性作用，因此这是一个 Ga-模概形。

类似地，我们定义向量丛的零截面除幂闭包为 V(E)♯ → V(E)。

和之前完全类似：

命题 11.15.
Dqc(BV(E)♯) ' Dqc(V̂(E∨))

Dqc(BG♯
a) ' Dqc(Ĝa)

类似地，我们也能通过这个对应读取上同调。

从而构造 de Rham 叠：

定义 11.16.
GdR,+

a = cofib(V(O(−1))♯ → Ga)

同样映射来自 Cartier 除子 O(−1)→ O，并有：
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1. 拉回 GdR
a = GdR,+

a |Gm/Gm
= cofib(BG♯

a[−1]→ Ga)

2. 拉回 GH
a = GdR,+

a |BGm = Ga ⊕BV(O(−1))♯

给定 V 上的光滑 p 进形式概形 X，定义 Hodge 滤过 de Rham 叠为如下 A1/Gm 上的叠：

XdR,+(Spec(R)→ A1/Gm) = X(GdR,+
a (R)) := MapV (Spec(GdR,+

a (R)), X)

拉回到 Gm/Gm 产出了 de Rham 叠：

(X/V )dR(R) = MapV (Spec(GdR
a (R)), X)

拉回到 BGm 产出了 Hodge 叠

(X/V )H(Spec(R)→ BGm) = MapV (Spec(GH
a (R)), X)

同样地，这个构造计算了正确的 Hodge 滤过 de Rham 上同调：

定理 11.17. X/V 是光滑 qcqs p-进形式概形，πX : XdR,+ → A1/Gm，那么拟凝聚层HdR,+(X) :=

RπX,∗OXdR,+ 透过 Rees 同构后与 p-完备复形 Fil∗HRΓ(X,Ω•
X/V ) 相符。

注记. 注意这里我们计算的是形式概形之间相对微分模的上同调，因此这实际上是特殊纤维
Xp=0 的晶体上同调。严格地说，我们有形式概形之间的 de Rham 复形和计算特殊纤维晶体
上同调的 de Rham-Witt复形之间的拟同构，更多相关的严格论述可以参见 [BLM20BLM20]的主结果。

使用叠论框架，晶体上同调可以重述为

(X/V )dR(R) = MapV (Spec(GdR
a (R)), X)

我们不加证明地宣称生像 V -代数 GdR
a (R) 进一步有典范的 V /p 代数结构，因此上述等价进一

步变为 MapV /p(Spec(GdR
a (R)), Xp=0)。这就是（通常）概形的晶体上同调。特别地，为了讨论

通常概形的 de Rham（晶体）空间，我们也采用如下记号：

定义 11.18. 给定特征 p 交换环 k，光滑 k-概形 X，定义其 de Rham 叠为

(X/k)dR(R) = Mapk(Spec(GdR
a (R)), X)

并同理定义其 Hodge 滤过 de Rham 叠，以及 Hodge 叠，它们计算了（携带 Hodge 滤过的）晶
体上同调。

在本节最后，我们给出如下利用Witt向量描述前述构造的方法，这是纯特征情形中独有的
简单描述。大体来说这一描述本质上依赖 δ-结构和除幂结构之间的关联，即实质上为定理 8.88.8中
的证明。现在我们考虑 Witt 向量概形 W，即其 R-点为 Witt 环 W (R)，那么：

引理 11.19. W 上的 Frobenius F 忠实平坦，并且 ker(W F→ W ) ⊆ W
pr1→ W1 = Ga 诱导了等

价 ker(W F→W ) ' G♯
a
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证明. 首先由定义：W = Spec(Z(p){x})，准确地说：W 上的加法和乘法由 Z(p){x} → Z(p){s, t} :
x 7→ s + t, x 7→ st 诱导，第 n 个幻影坐标 pr1 ◦ Fn : W → W 对应着 φn : Z(p){x} → Z(p){x}，
这具体地给出了上述等价。

注意 F : W → W 作为概形（透过幻影坐标）与
∏

i≥0Ga 上的平移相符，特别地，在将 p

可逆后它是同构。另一方面 p-无挠环的自同态是忠实平坦的当且仅当其将 p 可逆和模 p 约化后

都忠实平坦，因此只需检查 φ mod p 忠实平坦，而这就是 Frobenius 自同态的忠实平坦性。
下面我们检查 ker(W F→W )，那么由定义其为

ker(W F→W ) = Spec(Zp[x0, x1, · · · ]/(xp0 + px1, x
p
1 + px2, · · · ))

这里 xi 指 δi(x)，到 Ga 的映射由 x0 给出。为说明到 G♯
a 的提升，由除幂闭包的泛性质。只需

证明 γn(x) = xn/n! ∈ O(ker(W F→W ))[1/p] 真正落在 O(ker(W F→W )) 里，而这和定理 8.88.8最
后（被省略）的计算完全相同。

特别地，定理 8.88.8中（被省略的）计算更进一步说明这个提升的确是同构，这就证明了结
果。

结合这个描述，我们能够给出 de Rham 叠的 Witt 向量描述：

定理 11.20 (GdR
a 的 Witt 向量描述). 作为生像 W -代数：

GdR
a = F∗W/p := cofib(F∗W

p→ F∗W )

证明. 只需检查交换图

G♯
a G♯

a ⊕ F∗W F∗W

Ga W F∗W

GdR
a C F∗W/p

can (can,V ) p

pr1 F

∼ ∼

注意底部两个等价分别来源于 V 诱导了到 ker pr1 的单射以及 can 诱导了到 kerF 的单射，那
么追图检查（3× 3）就说明了等价。

更进一步，我们类似给出 Hodge 滤过 de Rham 叠的 Witt 向量描述：

定理 11.21 (GdR,+
a 的 Witt 向量描述). 作为生像环叠：

GdR,+
a ' cofib(V(O(−1))♯ ⊕ F∗W

(t♯,V )−→ W )

证明.
V(O(−1))♯ ⊕ F∗W V(O(−1))♯

W Ga

(t♯,V ) t♯

pr1

那么再一次追图（3× 3），就得到了待证的结果。
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11.4 共轭滤过与 Cartier 同构

回忆第3.33.3节，我们指出了特征 p完美域上的代数的 de Rham复形的上同调同构于其 Frobe-
nius基变换的微分模 Ωi

X(1)/k
，这是在特征 0中未见的。本小节我们试图将这个额外的结构放入

叠化框架中，构造出与前文类似的描述共轭滤过的叠。

首先我们用 de Rham 叠的观点重新证明 Cartier 同构：

定理 11.22. 在 Fp 上，GdR
a 作为取值于（1-截断）生像环的层满足：

π0(GdR
a ) = F∗Ga, π1(GdR

a ) = F∗G♯
a

证明. 我们使用 GdR
a 的 Witt 向量模型：GdR

a = F∗W/p，从而检查余纤维产生的（1-截断）长
正合列，因此：

π0(F∗W/p) = F∗Ga

以及

π1(F∗W/p) = ker(p : p∗F∗W → F∗W ) = ker(F : W → F∗W ) = G♯
a

据此，我们给出 de Rham 空间的结构，它可以被理解为“几何化”的 Cartier 同构：

命题 11.23. k-叠 (X/k)dR 是 X(1) 上的 BV(TX(1)/k)♯-旋子。

证明. 注意对 GdR
a 的截断说明结构映射 GdR

a (R) → F∗Ga(R) = F∗R 的存在性，过渡到 de
Rham 空间上，这就给出了 k-叠之间的映射 (X/k)dR → X(1)，再一次由定理 11.1011.10其纤维是
BV(TX(1)/k)

♯ 并且为一旋子。

这个几何化的同构，再结合上前文向量丛旋子的上同调的计算方式就能够立刻回到经典的

Cartier 同构。

推论 11.24 (Cartier 同构).
⊕iR

iν∗O(X/k)dR ' ∧∗Ω∗
X(1)/k

其中 ν 是结构映射 (X/k)dR → X(1)，特别地这还原了 RΓ(X,Ω•
X/k) = Rπ∗O(X/k)dR 上的共轭

滤过。

类似用 Hodge 滤过 de Rham 叠记录 Hodge 滤过，我们也可以类似地构造一个 A1/Gm 上

的叠记录共轭滤过。考虑到 Cartier 同构，我们需要记录的实际上就是（在相差 Frobenius 意义
下）某个 de Rham 叠的（长度 2）Postnikov 滤过。可以预见这是一个完全一般的构造，我们叙
述如下：

定义 11.25 (Postnikov 滤过叠). 给定一个 A 上的叠 F := cofib(d : I → B)，其中 I,B 都是 A

上的代数，那么由长正合列我们知道 Postnikov 滤过的分次分别为 gr0 = B/d(I), gr1 := K[1] =

ker(d)。为了将之做成 A1/Gm 上的叠（从而透过 Rees 同构反映滤过），我们需要将应该坐落在
次数 1 的部分通过自言丛“拉开”到滤过的不同层级。
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我们下面详细描述这个 Postnikov 滤过如何透过 Rees 滤过变成 A1/Gm 上的叠：首先回忆

（未导出的）Rees 同构：QCoh(A1/Gm) ' Modgr(A[t])，那么取 B̃ = B[t]，Ĩ 构造如下：

0 K[t] I[t] I/K[t] 0

0
1

t
K[t] Ĩ I/K[t] 0

'
⌟

映射 d̃ : Ĩ → B̃ 由 d[t] : I[t]→ B[t] 以及零映射 0 :
1

t
K[t]→ B[t] 诱导。

现在注意
1

t
K[t][1] → cofib(Ĩ → B̃) 读取了后者的 π1；cofib(Ĩ → B̃) → (B/d(I))[t] 读取

了前者的 π0。因此（1-截断生像）商叠 cofib : ~I→ ~B 的确给出了所需的构造。特别地其限制到
A = Gm/Gm 和 BGm 分别给还原了 cofib(I → B) 和关联分次构造 π0 ⊕Bπ1。

注记. 不正式地说，我们通过将 K = π1 赋予多项式分次 t−1 从而将其和 π0“拉开”为滤过的

两个部分，从而透过 Rees 同构的确反映了所需的滤对象。

现在我们对 GdR
a 应用这一构造，注意 π1GdR

a = F∗G♯
a，我们就得到了

定义 11.26 (共轭滤过 de Rham 叠).

0 F∗G♯
a G♯

a αp 0

0 F∗V(O(1))♯ G αp 0

Ga

can ∼

0

⌟

can

定义共轭滤过 de Rham 叠 GdR,c
a = cofib(G→ Ga)。其满足：

π0GdR,c
a ' F∗Ga, π1GdR,c

a ' F∗V(O(1))♯

GdR,c
a |Gm/Gm

' F∗W/p ' GdR
a , GdR,c

a |BGm ' F∗Ga ⊕BF∗V(O(1))♯

现在给定 k-概形 X，定义共轭滤过 de Rham 叠

(X/k)dR,c(Spec(R)→ A1/Gm) = Mapk(Spec(GdR,c
a (R)), X)

这个构造确实计算了共轭滤过 de Rham 上同调

定理 11.27. X/k 光滑有限展示，πX : (X/k)dR,c → A1/Gm，那么拟凝聚层 HdR,c(X) :=

RπX,∗O(X/k)dR,c 透过 Rees 同构后与 p-完备复形 Filconj∗ RΓ(X,Ω•
X/k) 相符。

注记 (共轭滤过 de Rham 叠的 Witt 向量描述). 注意 GdR
a = F∗W/p = F∗cofib(W p→ W )，从

而我们只需要产出后者的 Postnikov 滤过，那么再一次由前述构造：

0 G♯
a W F∗W 0

0 V(O(1))♯ GW F∗W 0

W

p

0

⌟
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从而 GdR,W
a ' F∗cofib(GW →W ) 即为 Witt 向量描述。

11.5 棱镜叠和 Nygaard 滤过棱镜叠

由于考虑的是纯特征的情况，此时想要叠化棱镜上同调不过是在 de Rham 叠（叠化晶体上
同调）上再引入一个 Frobenius 了。因此我们毫无疑问给出如下定义

定义 11.28 (棱镜叠). 定义棱镜叠，G∆
a := W/p。对于光滑 k-概形 X，类似地定义 X∆(R) =

Map(Spec(W (R)/p), X)，R 是 p-幂零 W -代数。此时：

1. φ∗X∆ ' (X/W )dR，结构层上同调沿 Frobenius 拉回得到了晶体上同调，结构层上同调自
身携带着共轭滤过。

2. 系数：此时 φ∗Dqc(X
∆) 恰好是晶体景 (X/W )cris 上的全体晶体。

注意到共轭滤过和 Hodge 滤过的关联分次环都是 Hodge 上同调，我们可以将 GdR,+
a ,GdR,c

a

沿着闭点 BGm 粘起来。我们当然可以直接考虑 (Spec k[u, v]/(uv))/Gm：这是两份 A1/Gm 在

原点处的并，但是实际上我们可以更进一步，将特殊纤维 p = 0 拉开：而我们发现 Nygaard 滤
过恰好与这个框架相符，即：

kN := Spf(W (k)[u, t]/(ut− p))/Gm

其作为 A1/Gm 上的层，对应的分次代数就是 Rees(p•W ) =
⊕

pmax{i,0}W (k) · t−i：这就是

Nygaard 滤过坐落的地方，特别地 Dqc(k
N ) 对应着

Dcomp,gr(W [u, t]/(ut− p)) ' ModRees(p•W )(Dcomp,gr(W [t])) ' Modp•W (DFcomp(W ))

其中 Dcomp 指 p-完备，p•W 为 W 上的 p-进滤过。

定义 11.29. 定义 kN 上的叠 GN
a ：

0 G♯
a W F∗W 0

0 V(L)♯ GN F∗W 0

0 G♯
a W F∗W 0

u♯ ut=p p ∼

t♯

⌟

p

定义 GN
a := cofib(GN →W )。以及对应的 XN (Spec(R)→ kN ) = Mapk(Spec(GN

a (R)), X)

中间一列给出了映射 W/p → GN
a ，从而它诱导了 X∆ ×W kN → XN；类似地右侧一列给

出了 GN
a → F∗W/p，从而它诱导了 XN → φ∗X∆ ×W kN。

记 HN (X) := Rπ∗OXN ∈ Dqc(k
N )，那么：

1. 透过 Dqc(k
N ) 与 p•W 上模的等价，HN (X) 对应着

Fil•Nφ∗RΓ∆(X/W ) = φ∗Fil•Nφ∗RΓcris(X/W )
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2. 沿 j̃dR : (kN )t 6=0 = Spf(W [t, 1/t, p/t])/BGm = Spf(W ) ↪→ kN 拉回 HN 得到了

RΓcris(X/W ) = φ∗RΓ∆(X/W )

3. 沿 jHT : (kN )u 6=0 ↪→ kN 拉回 HN 得到了

φ∗RΓcris(X/W ) = RΓ∆(X/W )

4. 拉回到纤维 (kN )u=0 ' A1
k/Gm 给出了

Fil•HRΓ(X,Ω∗
X/k)

5. 拉回到纤维 (kN )t=0 给出了

φ∗Filconj• RΓ(X,Ω∗
X/k)

6. 拉回到闭点 (kN )u=t=0 = Spec(k)/Gm 给出了⊕
i

RΓ(X,Ωi
X/k)[−i](i)

12 棱镜化与合割化

12.1 棱镜化

定义 12.1. 对于一个 p-幂零环 S，一个 Cartier-Witt 除子是指一个虚拟 Cartier 除子 α : I →
W (S)，使得：

1. I
α→W (S)→ S 的像生成的理想是幂零的

2. I
α→W (S)

δ→W (S) 生成了整个环。

定义棱镜化 X∆ 为 Spf(Zp)上的叠，使得对于 p-幂零环 S，其 S-点为如下对象构成的群胚：

(I
α→W (S), Spec(W (S))→ X)

其中 α : I →W (S) 是 Cartier-Witt 除子，W̄ (S) = cofib(I →W (S))。

注记. 实际上由和棱镜类似的刚性，任何 Cartier-Witt 除子之间的映射都是同构，即上述对象
（以及自然的态射）已经自动构成了群胚。并且我们可以类似定义 G∆

a (R) = cofib(I → W (R))，

那么类似地 X∆(S) = X(G∆
a (S))

这个叠的确计算了棱镜上同调：

定理 12.2. X 是有界 p-进形式概形，使得 X 拟合割并且 qcqs，那么：

RΓ(X∆,OX∆) ∼= RΓ∆(X)

注意每个 Cartier-Witt 除子 I → W (S) 诱导了一个虚拟 Cartier 除子 I ⊗W (S) S → S，使

得其像幂零，从而这给出了叠的态射 X∆ → Â1/Gm。
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定义 12.3. 定义 Hodge-Tate 叠为 X∆ → Â1/Gm 沿 BGm → Â1/Gm 的拉回。类似地，其计算

了 Hodge-Tate 上同调。

为了给出混特征情形的 Nygaard 滤过棱镜化，回忆纯特征时采用的构造，我们给出如下
W,F∗WG♯

a 的类比：固定 p-幂零环 R，一个仿射 W -模概形 M

1. M 是 W -可逆的：如果 M ' L⊗W (R) W,L ∈ Pic(W (R))

2. M 是 F∗W -可逆的：如果 M ' F∗L,L 是 W -可逆的

3. M 是 ]-W -可逆的：如果 M ' V(L)♯, L ∈ Pic(R)

4. M 是 W -容许的，如果其是 ]-W -可逆模对可逆 F∗W 模的扩张。

例子. Cartier-Witt 除子利用上述对应的第一部分有着对应：每个 Cartier-Witt 除子诱导了可
逆 W -模的态射 d : M →W，我们能够明显看到这个构造和上一节中诸多构造的相似性。

定义 12.4. 固定 p-幂零环 S，一个滤过 Cartier-Witt 除子 S 是指一个 W -模 M，d : M →W，

使得诱导的可逆 F∗W -模态射 F∗M
′ → F∗W 来自某个 Cartier-Witt 除子。

定义 ZN
p (S) 为全体 S 上的滤过 Cartier-Witt 除子。与纯特征情形类似，我们也有如下构

造。首先固定如下描述滤过 Cartier-Witt 除子的记号：

0 V(LM )♯ M F∗M
′ 0

0 G♯
a W F∗W 0

♯(d) d F∗d′

1. jHT : 对于任何 Cartier-Witt 除子 (α : I → W (R)) ∈ Z∆
p (R)，我们自动诱导了一个滤过

Cartier-Witt 除子 (I ⊗W (R) W →W )。这给出了 jHT : Z∆
p → ZN

p

2. 结构映射 π: 将 d 变为（Cartier-Witt 除子）d′ 给出了结构映射 π : ZN
p → Z∆

p

3. Rees 映射 t: 注意 ](d) 是 ]-可逆模的态射，因此它来自某个可逆 R-模的态射 t(d) : LM →
R，将 d 变为 t(d) 给出了 Rees 映射 t : ZN

p → A1/Gm

4. idR: 通过平凡扩张

0 V(L)♯ V(L)♯ ⊕ F∗W F∗W 0

0 G♯
a W F∗W 0

t♯ d=(t♯,V ) p

诱导了 idR : A1/Gm → ZN
p

5. jdR: 沿着 t : ZN
p → A1/Gm 和 t 6= 0 : Gm/Gm ↪→ A1/Gm 拉回给出了 jdR : Z∆

p =

(ZN
p )t 6=0 → ZN

p ，其中第一个 = 由 π 诱导。

注记. 这个构造相当直观：我们始终谨记纯特征的情况，那么从 Cartier-Witt除子到滤过 Cartier-
Witt 除子是通过 G♯

a 扩张 Witt 环将滤过“拉开”到不同层次的滤过上。
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由此我们终于完成了完全版本的 Nygaard 滤过棱镜化：

定义 12.5. 固定有界 p-进形式概形 X，定义叠 GN
a 为如下 ZN

p 上的叠：

GN
a (M

d→W ) = RΓ(Spec(R), cofib(M →W ))[−1,0]

注记. 实际上上述截断是不必要的，这个复形已然自动是一个 1-截断生像代数：注意检查长正
合列知只需计算 RΓ(Spec(R),M) 聚集在上同调指标 [0, 1] 处，从而再由 M 的扩张检查就能够

说明结果。

定义 XN → ZN
p 为

XN (d : M →W ) = X(GN
a (d : M →W ))

其上有来自 ZN
p 的对应映射：

1. πX : XN → X∆

2. tX : XN → A1/Gm

3. jHT , jdR : X∆ → XN

4. idR : 回忆上一节我们对 de Rham 叠以及 Hodge 滤过 de Rham 叠的定义，其定义并不依
赖纯特征 p，因此我们依然有对应的 GdR,+

a = cofib(V(O(−1))♯ t♯→ Ga)。

现在注意到我们有如下两个对象之间的拟同构

(V(O(−1))♯ ⊕ F∗W
t♯,V→ W ) ' (V(O(−1))♯ t♯→ Ga)

并且左侧当然是一个滤过 Cartier-Witt 除子。因此由定义这就给出了 idR,+ : XdR,+ →
XN，其坐落在前述构造的 idR : A1/Gm → ZN

p 之上。

更进一步限制到 XdR, XH 上就给出了对应的 idR, iH。

12.2 合割化

定义 12.6. 定义 X 的合割化为将 XN 中的两份 X∆ 粘合，即如下推出：

X∆ tX∆ XN

X∆ Xsyn

jdRtjHT

完全类似地，我们把“正确系数”范畴称为棱镜 F -规范：F-Gauge∆(X) := Dqc(X
syn)。特别地

拉回到 XN 称为还原 F -规范的基底规范。
特别地，结构层 HSyn(X) := Rπ∗OXsyn ∈ Dqc(Zsyn

p )，其计算了所谓的合割上同调。更一

般地说：给定任何 F -规范 E ∈ Dqc(X
syn)，有好三角

RΓ(Xsyn, E)→ RΓ(XN , E|XN )
j∗HT−j∗dR−→ RΓ(X∆, E|X∆)
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我们简单论述上述构造在经典理论中的对应物：我们希望还原基于 TC− 以及其上 Nygaard
滤过给出的 Breuil-Kisin twist 的精确描述。我们首先在 −∆ 层面上描述：此时对应的结构层无

非是将任何有界棱镜 (A, I) 映至 A{1} ∈ Pic(A) 产生的 OZ∆
p
{1}。

进一步通过 Rees 映射拉开，我们将上述构造升级到 ZN
p 上：

OZN
p
{1} := π∗OZ∆

p
⊗ t∗O(−1)

通过检查其在 jdR, jHT 下拉回相同，我们将之下降成为合割化上的层。特别地透过棱镜-
TC− 比较以及（我们述而未证的）棱镜叠-棱镜比较，这个 Breuil-Kisin twist 层计算的就是：

RΓsyn(A,Zp(i)) := grnN TC(A;Zp)[−2i] = hofib(ϕ− can : N≥i∆̂A{i} → ∆̂{i})

合割上同调与 K 理论的计算有着紧密的相关性，例如 TC 上的滤过产出了谱序列

Eij
2 = H i−j(RΓsyn(R,Zp(j))) =⇒ TC−i−j(R;Zp)

另一方面，标准的迹方法结果保证了这给出了对 K 理论的良好逼近：

定理 12.7 (Dundas-Goodwillie-McCarthy). 给定环 A 以及幂零理想 I，如下是拉回图表

K(A) //

��

K(A/I)

��

TC(A) // TC(A/I)

推论 12.8. OK 是完备离散赋值环，具有剩余域 k = Fq 并且 Frac(K) 是 Qp 的有限扩张，固

定一个归一化子 $ ∈ OK。那么：

K∗≥0(OK/$n;Zp)→ TC∗≥0(OK/$n)

是同构

证明. 只需注意上述命题约化到 Fq 的情形。

然而在实际应用中 Nygaard 滤过对应的计算 TC 的谱序列坍缩，并且没有扩张的问题：

定理 12.9 ([AKN24AKN24, Corollary 2.16]).

K2i−1(OK/$n;Zp) ∼= H1(RΓsyn(OK/$n,Zp(i))), i ≥ 1

K2i−2(OK/$n;Zp) ∼= H2(RΓsyn(OK/$n,Zp(i))), i ≥ 2

实际上，[AKN24AKN24]中计算 K(Z/pnZ;Zp)的方法正是以此为起点，再利用 OK/$n 上的 $-进
滤过计算合割上同调得到的结果。

另一方面，合割上同调和 Galois 表示紧密相连：
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定理 12.10 ([Bha23Bha23]). 存在一个平展实现函子

Tét : Perf(Xsyn)→ Db
lisse(Xη,Zp)

其中这个平展实现的来源是 X 完美胚环 R 时 Db
lisse(Xη,Zp) = Db

lisse(Spa(R[1/p], R),Zp) 以及

Nygaard 滤过棱镜叠的具体观察诱导得到的。
特别地，在 Zsyn

p 上其诱导了

Tét : Perf(Zsyn
p )→ Db

lisse(Spa(Qp,Zp),Zp) ' Db
fg(GQp ,Zp)

Zsyn
p 上的拟凝聚层中有一类特殊的 Perf(Zsyn

p ) 中的全子范畴，称为自反 F -规范，它真正
划出了 Galois 表示的导出范畴中晶体（Zp）表示部分，即：

Cohrefl(Zsyn
p ) ∼= Repcrys

Zp
(GQp)

其中等价由 F -规范的平展实现给出。
类似地，我们甚至可以进一步讨论一个（Qp）Galois 表示的“晶体部分”：这个术语首先被

Bloch-Kato 引进，称为 Bloch-Kator Selmer 群。这个构造可以被几何地重述：
对于任何 M ∈ Coh(Zsyn

p )，η : RΓ(Zsyn
p ,M)[1/p]→ RΓ(GQp , Tét(M))[1/p] 满足：

1. Tét(M)[1/p] 是晶体表示

2. η0 是同构

3. η1 是单射，其像由 H1(GQp , Tét(M)[1/p]) 中所有（作为表示）晶体的 Tét(M)[1/p] 对 Qp

的扩张张成的子空间

4. H2(Zsyn
p ,M)[1/p] 消失。

因此实际上 RΓ(Zsyn
p ,M)[1/p] 划出了对应的 Galois 表示 Tét(M) 的晶体部分。

A Beilinson t-结构

本节我们主要证明如下 t-结构的存在性。

定理 A.1 (Beilinson t-结构). 1. 记 DF≤0(R) ⊆ DF (R) 为所有使得 gri(F ) ∈ Di(R), ∀i 的
F 构成的全子范畴；记 DF≥0(R) ⊆ DF (R) 为所有使得 F (i) ∈ D≥i(R), ∀i 的 F 构成的

全子范畴。它们给出了 DF (R) 上的（上同调指标）t-结构。

2. 记对应的截断函子为 τ≤i
B , τ≥i

B ，特别地，τ≤0
B 为取连合覆盖。那么它满足：

gri ◦ τ≤0
B (−) ' τ≤i ◦ gri(−)

3. 对于离散的环 R，那么 DF (R) 上的 t-结构的心 DF♥(R) 和 Ch(R) 等价。其等价有如下

给出：给定 F ∈ DF (R)，那么 π0
B(F ) ∈ DF♥(R) 对应的链复形是 (H•(gr•(F )), d)。其中

微分映射由三角

gri+1F = F (i+ 1)/F (i+ 2)→ F (i)/F (i+ 2)→ F (i)/F (i+ 1) = griF

的边缘映射给出。
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注记. 利用 Beilinson t-结构截断和取分次的交换性，我们立刻得到在 Beilinson t-结构下滤过谱
的 t-结构同伦群 πB 对应着滤过谱产生的谱序列第一页的每一条链复形。

证明. 1. 我们来证明 (DF≤0, DF≥0)的确给出了一个 t-结构。注意由定义 DF≤0 在余极限下

封闭，从而存在嵌入的右伴随 R : DF (R)→ DF≤0(R)。现在记 Q(Y ) = cofib(R(Y )→ Y )，

我们需要说明 Q(Y ) ∈ DF>0(R)。

等价地，这只需说明 ∀X ∈ D≤i(R),Map(X,Q(Y )(i)) = 0。现在注意 −(i) : DF (R) →

D(R)有左伴随 Li：Li(X)(j) =

0 j > i

X j ≤ i
。于是：Map(X,Q(Y )(i)) = MapDF (R)(Li(X), Q(Y ))。

现在任意给定 η : Li(X)→ Q(Y ), X ∈ D≤i(R)。那么顺着 η 就给出了纤维列之间的映射

R(Y ) //

id
��

F //

��

Li(X)

η

��

R(Y ) // Y // Q(Y )

现在由于 X ∈ D≤i(R), Li(X) ∈ DF≤0(R)。另外 R ∈ DF≤0(R)，并且直接检查知

DF≤0(R) 在扩张下封闭，从而 F ∈ DF≤0(R)。但是由 R 的伴随性质，F → Y 穿过

R(Y )，因此上侧水平箭头分裂，即 F = R(Y )⊕ Li(X)。

另一方面追下图知

R(Y ) //

��

F //

��

0

��

0 // Li(Y )

%%J
JJ

JJ
JJ

JJ
// R(Y )[1]

��
�
�
�

Q(Y )

但是我们知道 Li(Y )→ R(Y )[1] 是零映射（分裂），从而 η = 0。

2. 注意到任何正合且 t-正合的函子保持截断结构，并注意 gri : (DF≤0(R), DF≥0(R)) →
(D≤i(R), D≥i(R)) 在如前标注的 t-结构下是 t-正合的，结论立刻得证。

3. 由定义，F ∈ DF♥(R) 满足 gri(F ) ∈ D≤i(R), F (i) ∈ D≥i(R)。

引理 A.2. F ∈ DF♥(R) 当且仅当如下两者成立：

(a) gri(F ) 聚集在上同调指标 i 处

(b) F 完备。

证明. =⇒ . 一侧是显然的，我们只证明反方向。条目 1 自然说明 F ∈ DF≤0(R)，现在

注意 F (i) = limj≥i F (i)/F (j)，并且 grj(F ) ∈ D≥i(R), j ≥ i，从而取极限保持这一切，因

此 F (i) ∈ D≥i(R)。
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下面考虑函子 G : Ch(R)→ DF♥(R)：其将 K• 映为 G(K•)，使得 G(K•)(i) = K≥i。我

们证明其全忠实和本质满性。我们的证明分为三步：有界的情况，上有界的情况和一般的

情况。

(a) 有界：此时我们有函子 Gb : Chb(R)→ DF (R)♥,b（后者指有限滤过构成的全子范畴）。

注意对每个 K• ∈ Chb(R)，其上存在一个函子性的有限滤过，每个分次是 M [−i]，类
似地任何 F ∈ DF (R)♥,b 上存在一个函子性的有限滤过，每个分次是 Li(M [−i])，并
且 G(M [−i]) = Li(M [−i])。

现在我们希望证明 Gb 是等价，如下引理指出我们如何利用分次将问题约化：

引理 A.3. G : A → B 是 Abel 范畴之间的正合函子，假设存在一族对象 S ⊆ A 使
得：

i. 每个 A 中的对象都有有限滤过，使得每个分次都落在 S 中

ii. 每个 B 中的对象都有有限滤过，使得每个分次都落在 G(S) 中

iii. ∀, X, Y ∈ S，G 诱导了 Ext∗A(X,Y ) ∼= Ext∗B(G(X), G(Y ))

证明. 首先我们说明，固定 X ∈ S，则 ∀Z ∈ A,Ext∗A(X,Z) ∼= Ext∗B(G(X), G(Z))。注

意 Z ∈ S 时结论成立，现在利用 5-引理就可以对滤链长度归纳说明其对所有 Z ∈ A
正确。

类似地，固定 Z，令 X ∈ A 变动就类似地说明：

∀X,Z ∈ A,Ext∗A(X,Z) ∼= Ext∗B(G(X), G(Z))

特别地这说明了全忠实性。本质满则是因为我们利用条件 2 和 Ext1 上的同构，从而
说明每个 G(S) 中对象之间的扩张也都落在 G(S) 中，对滤链长度归纳就说明了本质

满性。

于是现在我们只需说明

ExtaCh(R)(M [−i], N [−j]) ∼= ExtaDF (R)(Li(M [−i]), Lj(N [−j]))

现在由 Li 的伴随性质：

ExtaDF (R)(Li(M [−i]), Lj(N [−j])) ∼=

0 i > j

Exta−i+j
R (M,N) i ≤ j

现在我们计算 ExtaCh(R)(M [−i], N [−j]) ∼= ExtaCh(R)(M,N [i − j])。但是注意 M ∈
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Ch(R) 有如下标准的消解：

... (· · ·
...

...
...

... · · · )

P1 = (· · · M M 0 0 · · · )

P0 = (· · · 0 M M 0 · · · )

M = (· · · 0 0 M 0 · · · )

0 = (· · · 0 0 0 0 · · · )

利用其计算就立刻说明了两个 Ext 的确同构。

(b) 上有界：注意 G也延拓为 G− : Ch−(R)→ DF (R)♥,−（后者指滤过上有界：gri(F ) =

0, i >> 0）。注意 G 和滤余极限交换，于是一切都来自有界情况。

(c) 一般：注意 Ch♥(R) 中的对象上的 Postnikov 滤过均完备，因此为了说明 G 诱导了

Ch(R)→ DF (R)♥ 上的等价，我们只需要如下观察：G 保持最终停止的 N-极限。但
是这就立刻使我们约化到上有界的情况。

B 晶体上同调

我们在这里给出一个简短的晶体上同调和 de Rham-Witt 复形的介绍。

定义 B.1 (除幂结构). 给定环 A以及理想 I ⊆ A，(A, I)上的除幂结构是指一系列 {γn}n≥0，满

足 γn : I → A，以及 ∀x, y ∈ I, λ ∈ A：

1. γ0(x) = 1, γ1(x) = x, γn(x) ∈ I

2. γn(x+ y) =
∑

i+j=n γi(x)γj(y)

3. γn(λx) = λnγn(x)

4. γi(x)γj(x) =
(i+ j)!

i!j!
γi+j(x)

5. γi(γj(x)) =
(ij)!

i!(j!)i
γij(x)

两个除幂环之间的态射 f : (A, I, γ) → (B, J, δ) 定义为环同态 f : A → B, f(I) ⊆ J 并且

δn ◦ f = f ◦ γn, ∀n ≥ 0。

例子. A 是 Q-代数时，对任何理想 I，(A, I, γ) 是唯一的除幂环，其中 γn(x) =
xn

n!
。

例子. 对于特征 p 完美域 k，定义如下两个除幂环：



B 晶体上同调 82

1. (W (k), (p), γ)：其中 γn : (p)→W (k) : x 7→ xn

n!
是良定义的

2. (Wn(k), (p), γ)：其中 γm : (p)→Wn(k) : x 7→


xm

m!
m < n

0 m ≥ n

定义 B.2 (除幂闭包). 给定除幂环 (A, I, γ)，环同态 A→ B，理想 J ⊆ B 使得 IB ⊆ J，称 J

在 B 中相对 (A, I, γ) 的除幂闭包为（唯一的）除幂环 (D, J̄, γ̄)，满足其为 (A, I, γ) 上除幂代数

（即有除幂环态射 (A, I, γ)→ (D, J̄, γ̄)），并且对任何 (A, I, γ) 上除幂代数 (C,K, δ)，都有：

Hom(A,I,γ)((D, J̄, γ̄), (C,K, δ)) = Hom(A,I)((B, J), (C,K))

其中左侧为除幂代数态射。简记除幂闭包为 DB,γ(J)。

注记. 其构造自然是形式地添加充分多变元然后商区除幂结构所需满足的代数关系。

警告. 在文献中我们还会使用术语“一个环同态（关于某个除幂环/作为除幂代数）的除幂闭
包”，其意义是：

给定除幂环 (S, I, γ)，以及环同态 A → B，则除幂闭包 DS(A → B) 指的是除幂结构

(DS(A→ B), ker(DS(A→ B)→ B), γ̃) 使得其是满足该除幂结构和 S 上相容的 A-代数的初始
者：即对于任何 S-代数 X,Y 之间的满射配备上使得其成为 (A→ B) 上的代数的结构态射，并

使得 ker(X → Y ) 上配备有和 S 相容的除幂结构时，就存在唯一的态射 DS(A→ B)→ X。

A B

DS(ker(A→ B))

X Y

特别地，取 S = Z, I = 0 时相当于去除基底除幂环 S 的影响，我们记这样产生的除幂闭包

为 D(A→ B)。

我们将上述构造全局化，定义携带除幂结构的概形：

定义 B.3. 给定概形 S 和拟凝聚理想层 I ⊆ OS。其上的一个除幂结构是指 {γn} : I → OS，使

得对于任何开集 U ⊆ S, γn : I(U)→ OS(U) 给出了一个除幂结构，并且开集诱导的限制映射是

除幂环之间的态射。

除幂概形之间的态射定义类似，即 f : (S, I, γ) → (S′, I ′, γ′)，概形态射 f : S → S′，使得

f−1I ′OS ⊆ I，并且在每个开集上诱导了除幂环态射。

注记. 仿射除幂概形和除幂环一一对应。

定义 B.4 (除幂加厚). 称一个除幂概形 (T, I, γ) 是除幂加厚，如果 I 诱导的闭浸入 U → T 是

加厚（即诱导了底拓扑空间的同胚）。也记之为 (U ⊆ T, γ)。
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命题 B.5. 除幂概形的纤维积在乘积的某一方是除幂加厚的时候总是存在，即：
(U ′ ⊆ T ′, δ′)×(S′,I′,γ′) (S, I, γ) 存在，记为 (T, I, δ)，其满足 T = T ′×S′ S 是除幂概形的纤

维积。

接下来我们定义晶体景：

定义 B.6 (晶体景). 给定 Z(p) 上的除幂概形 (S, I, γ)，记 S0 = V (I) ⊆ S。X 是 S0 上的概形，

使得 p 在 OX 中局部幂零。（特别地 S 取为截断 Witt 环 (Wn(k), (p), γ) 时该条件自动满足）。

定义（小，Zariski）晶体景 Cris(X/S)为如下对象构成的范畴：(S, I, γ)上的除幂加厚 (U ⊆
T, δ)，以及一个 S-态射 U → X，满足 U → X 是 Zariski 开浸入。即总结成如下图表：

T

��

Uoo

Zar. open
��

X

��

S S0
oo

态射为使得上述图表 ×∆1 后全图交换者。

称 Cris(X/S) 中态射族 {(Ui ⊆ Ti, δi) → (U ⊆ T, δ)} 是 Zariski 覆盖，如果 Ui = U ×T

Ti, {Ti → T} 是 Zariski 覆盖。晶体景 Cris(X/S) 上配备的是 Zariski 覆盖产生的拓扑。

注记. 这里展现出了另外一种风味的 Grothendieck 拓扑：我们没有将额外结构施加到拓扑的选
取上，而是体现在范畴的选择里。

注记. 晶体景 Cris(X/S) 上的层 F 等价于如下数据：
对每个 (U ⊆ T, δ)，有 Zariski层 FT，其为 F 的限制，即：FT (W ) = F(U ∩W ⊆W, δ|W )，

其中 W ⊆ T 是 Zariski 开集。
以及对任何 f : (U ⊆ T, δ) → (U ′ ⊆ T ′, δ′)，其有比较映射 cf : f−1FT ′ → FT 使得其满足

对 f 的函子性，并且 f : T → T ′ 是开浸入时它是 T 上层的同构。

例子. 晶体结构层 OCris(X/S) 定义为 (U, T, δ) 7→ Γ(T,OT )，其由定义是晶体景上的层。

定义 B.7 (晶体上同调). 定义晶体上同调为

H i
cris(X/S) = H i(Cris(X/S),OCris(X/S))

注意晶体景没有终对象，全局截面的定义变为

Γ(Cris(X/S),F) = HomPSh(Cris(X/S))(e,F) = lim
C∈Cris(X/S)

F(C)

其中 e 为 Cris(X/S) 上预层的终对象。

定义 B.8 (Witt 环上晶体上同调). 给定 k 上概形 X，定义晶体上同调

H i
cris(X/W (k)) = lim←−H i

cris(X/Wn(k))

最后我们还要指出晶体上同调是正确的正特征 de Rham 上同调的模拟：
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定理 B.9 (晶体-de Rham 比较：[V.2.3.2 Ber74Ber74]). 如果 Z/Wn(k) 是 X/k 的光滑提升，那么：

H i
cris(X/Wn(k)) ∼= H i

dR(Z/Wn(k))

最后，我们宣称存在一个 pro-复形能够具体地计算晶体上同调，但是由于 de Rham-Witt
复形的构造实在偏离主线过远，我们只宣称其存在性和拥有的性质：

定理 B.10. 给定 Z(p)-代数 A，存在一个 pro-复形 W•Ω
•
B/A，满足：

1. WnΩ
0
B/A = WnB

2. Ω•
B/A →W1Ω

•
B/A 是同构

3. 对于完美特征 p 域上的 RΓcris(X/Wn) = RΓ(X,WnΩ
•
X/k)，从而 Witt 复形 WΩ•

X/k 计算

了 X/W 的晶体上同调。
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