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1 关于进制空间和解析环的一些评注

2 约化

回顾经典的 Devinatz-Hopkins 的结果：单位映射 LK(n)S0 → En 是 LK(n)S0 的 pro-Galois
扩张，其中 Galois 群为 Morava 稳定化子群 Gn。因此标准的 Galois 下降谱序列给出了谱序列

Est
2
∼= Hs

cts(Gn, π−tEn) =⇒ π−t−sLK(n)S0

在计算 LK(n)S0 有理同伦群的过程中这个谱序列内部的计算并非困难之处，原因是这个谱序列
相当退化。我们首先回顾对 Gn 的描述：它是形式群律 Γ̄n 的自同构群对 Gal(F̄p/Fp) 的扩张，

其中 Γ̄n 为 F̄p 上的高度 n 的形式群律。实际上 EndF̄p
(Γ̄n) = EndFpn

(Γn)，于是这个自同构群

就是 O×
D，其中 D = Q⊗ EndFpn

(Γn)。
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另一方面，经典的形式群律计算指出 EndFpn
(Γn) 就是由 ω(x) = ωx, ξ(x) = xp 生成的，其

中 ω 指本原 (pn − 1)-次单位根在剩余类域 Fpn 中的约化。即：

EndFn
p
(Γn) ∼= W (Fpn) ⟨ξ⟩ /(ξω − ωpξ, ξn − p)

命题 2.1. ∀t ̸= 0, s ∈ Z,Hs
cts(Gn, πtEn ⊗Q) = 0

证明. Gn 坐落在短正合列

0→ O×
D → Gn → Gal(F̄p/Fp)→ 0

中。于是由 Lyndon-Hochschild-Serre 谱序列，我们只需证明 H∗(O×
D,Q⊗ πtEn) = 0。

我们还需要清楚 Gn 在 (En)∗ 上的作用。在 O×
D 的中心上这是已知的：注意由定义 O

×
D 的

中心是 Z×
p，手动检查形式群律的作用知 (1 + p) ∈ Z×

p 在 (En)t 上的作用是乘以 (1 + p)t：参见

[HHTHHT, Section 5.3.2.2]。特别地，1+p ∈ Zp ⊆ Z×
p，因此我们再一次有 Lyndon-Hochschild-Serre

谱序列，问题最终化归到计算 Hq
cts(Zp,Q⊗ πtEn) 上。

然而 Zp 的连续上同调被复形 Q ⊗ πtEn
σ−1−→ Q ⊗ πtEn 表出。其中 σ 是 Zp 的拓扑生成元

的作用，在当前情形其对应 (1 + p)t。但是 Q⊗ πtEn 是 Qp-向量空间，t ̸= 0 时 (1 + t)p − 1 可

逆，从而这就说明了其连续上同调平凡，从而完成了证明。

2.1 分裂系数

我们现在知道 Galois 下降产生的谱序列相当平凡，我们只需计算 H∗
cts(Gn, A)，其中 A =

π0En = W [[u1, · · · , un−1]]。这一上同调的计算依赖于系数环 A 能够被 Witt 环 W 被分裂这一

事实，而这一事实来源这是所谓 Morava E 理论上的幂运算。

由于 Morava E-理论是 E∞-环，乘性结构给出 (E⊗m)hSm → E，从而诱导了上同调运算

Pm : E0 → E0(BSm)

[S0, E]→ [(S0)hSm , (E
⊗m)hSm ]→ [(S0)hSm , E]

命题 2.2. 嵌入 W ↪→ A 有 Gn-等变分裂，即 Gn-直和 A ∼= W ⊕Ac.

证明. 记复合
βm : E0 Pm→ E0(BSm)→ E0

记 β(e) =
∑

m≥0 βm(e)xm : E0 → E0[[x]]。注意追寻定义知 β0(a) = 1, β1(a) = a, β : E0 → E0[[x]]

是加法群到乘法群的同态 E0 → 1 + xE0[[x]] ⊆ E0[[x]]×。

进一步商去极大理想过渡到 F̄p，我们就有如下构造：

E0 E0[[x]] F̄p[[x]] F̄p

1 + xE0[[x]] 1 + xF̄p[[x]] = Wbig(F̄p) W

β

记构造中的箭头为 γ : E0 → W，在复合上嵌入 W ↪→ E0，这给出了 W 的（加性）自同态 f，

并且其 modp 后是恒等映射。于是 f 是自同构，从而 α = f−1 ◦ γ 给出了所需的分裂。
更进一步，这个构造是 Gn-等变的，因为幂运算 Pm 是 Gn-等变的：Gn 在 E 上的作用是

E∞-环运算。
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我们的计算关键在如下定理：

定理 2.3 (Theorem B). Hs
cts(Gn,W ) ↪→ Hs

cts(Gn, A)的余核被 p的若干次幂零化，即Hs
cts(Gn, A

c)

被 p 的若干次幂零化。

2.2 Lazard 定理

前述定理将计算约化到了计算 Gn 的上同调。为此我们需要引入 p 进 Lie 群以及其上同调
的计算，这主要是 Lazard 的工作。

定义 2.4 (局部域上的 Lie 群). 固定局部域 K，开子集 U ⊆ Kn，映射 f : U → Km 称为解析

的如果其局部上可以写为一个收敛幂级数，即 ∀x ∈ U：

f(x+ y) =
∑
α∈Nn

cαy
α, ∀y ∈ BKn(0, r)

使得 BKn(x, r) ⊆ U,
∑

α∈Nn ||aα||r|α| < +∞.

称局部域 K 上的解析流形为 Hausdorff 拓扑空间 M，以及一组局部坐标卡使得转移函数

是解析的。

局部域 K 上的 Lie 群指的是一个配备有 K 上解析流形结构的拓扑群，使得乘法和逆运算

都是解析映射。

TODO.
现在计算 Gn 的上同调，为此我们考虑 Gn 作为 Gal(F̄p/Fp) 被 O×

D 的扩张，自然使用

Lyndon-Hochschild-Serre 谱序列，为此我们需要先知道 O×
D 的上同调。

引理 2.5. G = GLn(Zp) 或 O×
D，其在 Qp 上平凡作用，那么：

H∗
cts(G,Qp) ∼= ΛQp(x1, x3, · · · , x2n−1)

证明. TODO.

定理 2.6. 记号如前：W = W (F̄p),K = W [1/p]。那么：

1. H i
cts(Gal(F̄p/Fp),W ) 在高阶平凡，零阶为 Zp。

2. Gn 在 K 上的作用如果穿过商 Gal(F̄p/Fp)，那么

H∗
cts(Gn,K) ∼= ΛQp(x1, x3, · · · , x2n−1)

证明. 由于 Gal(F̄p/Fp) ∼= Ẑ 的上同调维数是 1，我们只需计算 1 阶连续上同调。由于 W 是

p-完备的，我们只需计算其模 p 约化，即：H1
cts(Gal(F̄p/Fp), F̄p) = 0。但是（加性）Hilbert90

就立刻说明了这件事。

现在考虑计算 Gn 上同调的 Lyndon-Hochschild-Serre 谱序列

H i
cts(Gal(F̄p/Fp),H

j
cts(O

×
D,K)) =⇒ H i+j

cts (Gn,K)
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Gal(F̄p/Fp) 在 Hj
cts(O

×
D) = Hj

cts(O
×
D,Qp) ⊗Zp W 的作用在第一个因子上是平凡的：这是因为

Galois 群在 O×
D 上的作用穿过 Gal(Fpn/Fp)，而后者的生成元的作用对应着 EndFn

p
(Γn) 中 ξ 的

共轭作用。从而由 Lazard 定理过渡到对应的 Lie 代数上，Galois 作用是一个内自同构，因此诱
导了 Lie 代数上同调上的平凡作用。
本定理的前一部分说明 Gal(F̄p/Fp) 在 W 上的作用没有高阶上同调，因此综合起来就有：

H∗
cts(Gn,K) ∼= H∗

cts(O×
D,Qp)⊗Zp Zp

∼= H∗
cts(O×

D,Qp)

这就说明了结果。

2.3 定理 B 的证明策略

我们接下来简述定理 2.32.3的证明策略。首先基于简单而明确的 Lyndon-Hochschild-Serre 谱
序列原因，我们将问题约化到计算 O×

D 的上同调。证明的关键在于 Lubin-Tate塔（的逆向极限）
和 Drinfeld 塔（的逆向极限）之间的联系。具体来说：

定理 2.7. 存在一个完美胚空间 X：

LTK
GLn(Zp)←− X

O×
D−→ HK

其中左右箭头都是 pro-平展挠子，LTK 为 Lubin-Tate 空间，即形式群律形变的模空间（即
Lubin-Tate 环对应的形式概形的刚性解析纤维）；HK 为 Drinfeld 对称空间，即 Qp 上的刚性

解析空间 H = Pn−1(Qp)− ∪HH 到 K 的基变换，其中 H 取遍所有超平面。

更进一步，X 上携带着 GLn(Zp)×O×
D 作用，使得 GLn(Zp)-pro-平展挠子是 O×

D 等变的，

反之亦然。

这个对偶现象可以通过局部 Shimura 簇与 Fargues-Fontaine 曲线上的向量丛的关系来解
释，我们将在下一节中给出更精确的解释。现在我们解释这个对偶如何帮助我们完成证明。大

致的直观是 X 上的 GLn(Zp) × O×
D 作用可以将 LTK 的上同调的 O×

D 不动点转换成 HK 的上

同调的 GLn(Zp) 不动点。得益于 Drinfeld 对称空间的精确描述，我们能够很好地控制右侧，从
而计算左侧。

因此总结下来剩下的问题只有两个：1. 上述不动点之间的同构的精确叙述是什么？2. LTK

的上同调的不动点距离其真正结构层的不动点还有一些距离，它们的关系是什么？在这一节我

们要处理的是第一个问题，第二个问题则是整个问题的主要困难。

2.3.1 凝聚态群上同调

我们需要处理拓扑群的（可能携带拓扑系数）上同调，因此引入凝聚态群上同调是必要的。

我们将会看到凝聚态系数和 pro-平展拓扑兼容良好，同时在固态系数的情形下对于拓扑群这一
理论回到连续群上同调。

引理 2.8. M 是拓扑 Abel 群，如果其上拓扑由一族有向集指标的子群 (Mi)i∈I ,Mi ⊂ Mi′ ⇐⇒
i ≥ i′ 构成的邻域基诱导，使得 M → lim←−i∈I M/Mi 是同构（即携带分离、完备线性拓扑的拓扑

Abel 群），那么 M ∈ CondAb 是固态的。
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证明. 对于任何 S ∈ ProFin，设 S = lim←−Si。注意 HomCondAb(Z[S],M) = HomCond(S,M) =

HomTop(S,M)。

现在对于任何连续映射 f : S → M，后复合 S → M/Mn 是局部常值的，因此穿过 Si →
M/Mn，从而由泛性质升级为 Z[Si]→M/Mn，因此取极限升级为 Z[S]■ →M，这就说明其固

态。

下面我们处理凝聚态框架的群上同调，一般情况下这自然是 Ext∗Z[G](Z,−)。现在我们想处
理固态系数的群上同调，这需要一点小小的改变：

固定一个（局部）pro-有限群 G，考虑 G ∈ CondGrp，考虑对应的群环 Z[G]，那么我们考

虑预解析环 (Z[G],Z[G][−]■)。

引理 2.9 ([AnalyticAnalytic, Proposition 12.8]). 给定解析（生像）环 (A,M)，凝聚态（生像）环态射

g : A → B，那么 N = B[−]⊗A (A,M) 使得 (B,N ) 也成为凝聚态生像环。

这里 −⊗A (A,M) 指导出完备化 D(A)→ D(A,M)。

命题 2.10. 预解析环 Z[G]■ := (Z[G],Z[G][−]■) 是解析环。

证明. 由上一命题，唯一需要说明的是 Z[G][−]L■ ∼= Z[G][−]■。但注意上式左侧是

(Z[G]⊗Z Z[−])L■ ∼= (Z[G])L■ ⊗L■
Z Z[−]L■

但是回忆：

引理 2.11 ([CondensedCondensed, Example 6.5]). 对紧 Hausdorff 空间 X：

Z[X]L■ = RHom(RΓ(X,Z),Z)

因此特别地，对于 pro-有限空间 Z[X]L■ 聚集在 0 处。

因此上述导出固态化张量积的两个因子都是离散的，更进一步它们甚至都投射：注意对于

pro-有限空间 S = lim←−Si：

Z[S]■ = lim←−Z[Si] = lim←−Hom(C(Si,Z),Z) = Hom(lim−→C(Si,Z),Z) = Hom(C(S,Z),Z).

然而由 [AnalyticAnalytic, Theorem 5.4]，存在集合 I 使得 C(S,Z) = Z⊕I，从而 Z[S]■ = ZI，再由

[AnalyticAnalytic, Theorem 5.8]，这是 Solid 的紧投射生成元。
综上上述导出固态化张量积也离散，这就证明了原命题。

解析环的好处是我们现在能方便地讨论固态 G-凝聚态 Abel 群，即解析环的完备模范畴
ModZ[G]■。特别地，我们自然可以将群上同调定义为 D(Z[G]■) → D(Z■) : Hcond(G,−) =

RHomZ[G]■(Z,−)，也记为 −
hG。

注记. 由解析性，D(Z[G]■)→ D(Z[G]) 是全忠实的，因此我们这里定义的固态系数凝聚态群上

同调和（无视固态系数）一般定义的凝聚态群上同调相符。另外 ModZ[G]■ 恰为底凝聚态 Abel
群为固态的 Z[G]-模。

我们现在解释这个上同调如何回归到连续上同调：
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引理 2.12. 假定 G 是 pro-有限群，我们不在记号上区分其和对应的凝聚态群：

1. C ∈ D(ModZ[G]■)，C
hG 被如下余单纯对象计算

C → RHom(Z[G], C) ⇒ RHom(Z[G2], C) · · ·

2. 如果 M 是携带分离、完备线性拓扑的拓扑 Abel 群，那么

H∗
cond(G,M) ∼= H i

cts(G,M)

证明. 对于第一部分，我们已证固态化 Z[G]■ = lim←−H
Z[G/H] 是 ModZ[G]■ 投射的，H 取遍 G

的开子群。因此

· · ·Z[G2]■ ⇒ Z[G]■ → Z

给出了投射消解，从而计算了上同调。

对于第二部分，只需注意

RHom(Z[Gn],M) ∼= Hom(Gn,M) ∼= Ccts(G
n,M)

最后一项则是计算连续上同调的标准复形。

最后我们给出投影公式，在后续计算中我们需要使用它。

引理 2.13. M,N ∈ D(Z[G]■)，使得 G 在 M 上的作用平凡，那么：

M ⊗L■ NhG ∼= (M ⊗L
Z[G]■ N)hG

证明. 注意 D(Z■) 紧投射生成，于是取 M = lim−→Mi，那么：

LHS = lim−→Mi ⊗ RHomZ[G]■(Z, N)

但是 Mi = ZIi 可对偶，因此上式

= RHomZ[G]■(Z, lim−→Mi ⊗N) = RHS

2.3.2 pro-平展拓扑的凝聚层上同调

我们来解释定理 2.72.7到底如何精确地给出某种上同调的不动点，注意出现的都是 pro-平展
挠子，因此我们自然应该考虑 pro-平展上同调。然而为了处理拓扑群上同调，我们需要让系数
凝聚态，我们下面详细解释这一点。

定义 2.14 (pro-平展拓扑). 给定刚性解析空间 X，其 pro-平展景 Xproét 定义如下：对象为

U = lim←−i∈I Ui, I 是余滤过指标集，Ui是X 上平展的刚性解析空间，使得对充分大 i > j, Ui → Uj

是有限平展并且满的。我们记 U 的底拓扑空间为 |U | := lim←−|Ui|，|Ui| 指 Ui 的底拓扑空间。

Xproét 上的拓扑由底拓扑空间上的覆盖给出。对于 U ∈ Xproét，我们定义不完备整结构层

O+(U) = lim−→O
+(Ui)，并定义整结构层 Ô+ = lim←−O

+/pn 以及结构层 Ô = Ô+[1/p]。
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. 这里的 pro-平展拓扑定义来自 [Sch12Sch12]，不要和 [Sch17Sch17] 定义的完美胚空间上的 pro-平
展拓扑混淆。

更进一步，pro-平展拓扑有一组完美胚空间构成的基：

定义 2.15. 称 U ∈ Xproét 是仿射胚完美胚 U = lim←−Ui，使得 Ui = Spa(Ri, R
+
i )，使得 R+ :=

̂lim−→R+
i , R = R+[1/p] 是完美胚 K-代数。
更一般地 U ∈ Xproét 称为完美胚的如果它被仿射胚完美胚覆盖。

完美胚空间具有如下性质：

命题 2.16 ([Sch12Sch12, Proposition 4.8, Lemma 4.10]).

1. 仿射胚完美胚空间 U ∈ Xproét 是一组基

2. 仿射胚完美胚空间 U ∈ Xproét 满足 i ≥ 1,H i(Uproét, Ô) = 0, H i(Uproét, Ô+) 几乎为 0.

接下来我们将系数带上凝聚态。注意到 O+, Ô+, Ô 都已经自动是取值于拓扑环中的层，于
是我们考虑其凝聚态版本，记为 Ô+

cond。

另一方面，注意到 ∗proét = Cond，考虑推前 λ : Xproét → ∗proét，我们也可以对任何 Xproét

上的 Abel 群取值层定义 RΓcond(Xproét,F) = Rλ∗F ∈ D(CondAb)。
实际上，如上两种凝聚态化的方式对结构层是一样的，即：

引理 2.17.
RΓcond(Xproét, Ô+) ∼= RΓ(Xproét, Ô+

cond)

证明. 由于仿射胚完美胚构成 pro-平展拓扑的基，只需对仿射胚完美胚 X = Spa(R,R+) 验证。

此时一切归化到计算

Γ(X × S, Ô+) =
(

lim−→Γ(X × Si, Ô+)
)∧

(p)
=

(
lim−→Ccts(Si, R

+)
)∧
(p)

= Ccts(S,R
+) = Γ(Xproét, Ô+

cond)(S)

其中倒数第二个等号的原因是 R+ 为 p-完备的，我们详细解释这一点：
注意 R+ ⊆ R◦，而 R◦ 是 p-完备的。另一方面 R◦/R+ 是 p-挠的：如果 f ∈ R◦，(pf)N → 0，

从而由于 R+ 开，一定存在 N 使得 (pf)N ∈ R+，这就说明了 p-挠性。

现在我们来处理 pro-平展挠子的上同调，这将给出定理 2.72.7的精确描述。

推论 2.18. 给定 pro-平展 G-挠子 Y → X，使得 Y 完美胚，那么

RΓ(Xproét, Ô+) ∼= RΓ(Yproét, Ô+)hG

证明. 注意上一命题中我们实际上证明了对于任何 pro-有限空间，Γ(X×S,R+) = Ccts(Z[S], R+)。

取导出函子就变为 RΓ(X × S, Ô+
cond)

∼= RHom(Z[S], RΓ(X, Ô+
cond))。

现在考虑 Y → X，那么：

RΓ(Xproét, Ô+) ∼= lim←−(RΓ(Y, Ô+
cond) ⇒ RΓ(Y ×X Y, Ô+

cond))

而

RΓ(Y ×X · · · ×X Y, Ô+
cond) = RΓ(Y ×Gn, Ô+

cond) = RHom(Z[Gn], RΓ(Y Ô+
cond))

而这就是计算凝聚态群上同调的消解。
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推论 2.19 (定理 2.72.7的上同调推论).

RΓ(LTK , Ô+
cond)

hO×
D ∼= RΓ(HK , Ô+

cond)
hGLn(Zp)

我们利用这个推论将 Gn（O×
D）的作用转化为 Drinfeld 空间上的作用。这回答了我们提出

的第一个问题，剩余的只有第二个问题：这如何具体地和真正结构层的不动点关联？我们将给

出一个联结凝聚态结构层和真正结构层的比较定理以解答这个问题。

3 局部 Shimura 簇

本节我们利用 [SW19SW19] 给出定理 2.72.7的一个现代观点的证明。问题的关键在于 Lubin-Tate
空间和 Drinfeld 空间各自是某个模问题的模空间，分别被称为 Lubin-Tate 模问题和 Drinfeld
模问题。特别地这个模问题有着一系列子群做指标的级结构，对子群取逆向极限（即无穷级）后

我们可以最终验证两个模问题实际上相同，从而这就是我们所需的 X。
展开来说，Lubin-Tate 模问题和 Drinfeld 模问题都是所谓局部 Shimura 数据带来的模问

题：局部 Shimura 数据顾名思义可以被理解为（正确意义的）Shimura 簇的局部版本。
[SW19SW19] 引入了“shtuka”用来统一这些不同的模空间，并给予无穷级模问题一个 Fargues-

Fontaine 曲线的解释，特别地这个观点能够直接解释前述 Lubin-Tate 塔和 Drinfeld 塔之间的
对偶关系。

4 比较定理：单点的情况

5 比较定理：一般概形的情况

6 组装证明
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